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Статья посвящена разработке алгоритмов оптимального планирования
эксперимента для анализа чувствительности математических моделей.
В основе предлагаемого подхода лежит применение метода анализа конеч-
ных изменений. Преодолевается фундаментальная проблема необъектив-
ности прямого использования теоремы Лагранжа о промежуточной точ-
ке за счет строгого планирования точек расчета в пространстве входных
факторов. Синтезированы и реализованы три адаптивных алгоритма, со-
ответствующих критериям D-, E- и A-оптимальности, которые позволяют
целенаправленно строить план эксперимента для максимизации инфор-
мативности данных о чувствительности модели. Эффективность предло-
женных подходов продемонстрирована вычислительным экспериментом
с синтетической нелинейной моделью высокой размерности. Результаты
показывают корректное ранжирование факторов по степени влияния на
выход модели и согласуются с данными, полученными методом Морриса.
Алгоритмы позволяют существенно сократить вычислительные ресурсы
за счет отбора наиболее информативных точек для запуска модели.
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1. Введение

Одна из основных задач автоматики как области науки и техники, охва-
тывающей теорию и практику управления техническими объектами и слож-
ными процессами без непосредственного участия человека, – обеспечение ста-
бильной, точной и эффективной работы систем путем разработки алгорит-
мов управления, основанных на математических моделях объектов. Эти мо-
дели, являясь упрощенным представлением реальности, всегда содержат в
себе некоторую долю неопределенности исходных данных. В таком контек-
сте главная цель анализа чувствительности – исследовать, как неопределен-
ность во входных факторах влияет на неопределенность на выходе модели
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и, как следствие, на надежность и качество функционирования всей систе-
мы автоматического управления. Такой анализ позволяет превратить модель
из «черного ящика», выдающего точечный прогноз, в инструмент для пони-
мания системных взаимосвязей, оценки рисков и синтеза робастных систем
управления.

Современное содержание анализа чувствительности в управлении и авто-
матике включает решение нескольких ключевых задач:

1) Приоритезация факторов. Здесь необходимо исследовать, какие вход-
ные величины (параметры модели, управляющие воздействия, возмущения),
если уменьшить их неопределенность, приведут к наибольшему повышению
точности управления. Это позволяет направить усилия и ресурсы на сбор
более точных данных или установку более точных датчиков именно для тех
факторов, которые влияют на результат в наибольшей степени.

2) Сокращение размерности модели. Какие входы можно зафиксировать
на любом значении в пределах их неопределенности без существенного влия-
ния на выходную дисперсию? Ответ на этот вопрос позволяет упростить мо-
дель, сократив ее размерность, что является критически важным для синтеза
алгоритмов адаптивного и оптимального управления сложными многомерны-
ми объектами.

3) Исследование устойчивости системы. Насколько надежны и достовер-
ны выводы модели и работа спроектированного на ее основе регулятора при
учете неопределенностей? Если выход системы кардинально меняется при
небольшом изменении какого-либо входа в пределах его погрешности, то мо-
дель или система управления ненадежна для принятия решений.

Теоретические основы анализа чувствительности динамических систем
были заложены в трудах отечественных ученых [1, 2], которые развили ме-
тоды анализа чувствительности для задач оценки точности и робастности
систем автоматического управления. Их работы наряду с исследованиями
других отечественных специалистов заложили фундамент для применения
этих методов при проектировании систем, устойчивых к неопределенности
во входных характеристиках объекта.

Существующие методы исследования чувствительности можно разделить
на несколько больших групп. Первая группа методов – дисперсионные мето-
ды – посвящена оценке вклада входов и их взаимодействий в дисперсию вы-
ходной величины модели. На данный момент один из самых мощных и попу-
лярных инструментов глобального анализа чувствительности, относящихся к
указанной группе методов, – индексы Соболя, позволяющие оценить умень-
шение дисперсии выхода за счет изменения значений факторов [3]. Эффек-
тивный алгоритм нахождения оценок этих мер чувствительности представ-
лен в [4–6]. В [7] представлен альтернативный подход к вычислению индексов
Соболя через условные дисперсии, а в [8] приводится расширение методов на
случай коррелированных входов.
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Второе направление исследований связано с построением метамоделей,
представляющих собой быстрые и точные аппроксимации для проведения
анализа чувствительности. В [9] предлагается использовать байесовскую мо-
дель для анализа чувствительности дорогостоящих компьютерных экспери-
ментов, где количество запусков модели крайне ограничено. Работы [10–12]
содержат описание концепции разложения с помощью полиномов для эффек-
тивного вычисления чувствительности модели.

Третье направление исследует скрининговые методы, предоставляющие
быстрое и недорогое ранжирование входов модели по степени их влияния,
что особенно важно для сложных моделей с большим числом факторов. Клас-
сическим подходом в этом семействе методов является метод Морриса [13],
которой синтезирован для оценки усредненного элементарного эффекта для
каждого входа, с помощью которого можно измерить чувствительность вы-
хода модели к малым изменениям соответствующих входов. Схожие идеи
представлены и в [14–16].

Четвертое направление исследований – дистрибутивные методы – исполь-
зует меры чувствительности, которые учитывают разницу между условными
распределениями выхода модели и безусловным его распределением. Идея
таких методов основана на том факте, что два совершенно разных распреде-
ления величины могут иметь одинаковую дисперсию, и в связи с этим стан-
дартные дисперсионные методы могут пропустить влияние фактора на неко-
торые фрагменты распределения. Основные результаты в этом направлении
представлены в [17] (синтезирован универсальный метод, который не делает
предположений о форме распределения выхода и чувствителен к изменениям
в любых частях распределения), [18] (представлен эффективный практиче-
ский алгоритм для вычисления меры чувствительности), [19] (обобщает по-
лученные результаты и дает связь между новой мерой чувствительности и
классическими индексами Соболя).

Рассмотренные методы анализа чувствительности находят прямое приме-
нение в задачах управления сложными техническими объектами и системами.
Системы автоматического управления часто базируются на сложных мате-
матических моделях объектов управления, идентифицированных по экспери-
ментальным данным. К таким объектам могут относиться технологические
процессы (химические реакторы, доменные печи), энергетические установки,
робототехнические комплексы. Неопределенность параметров моделей, вы-
званная погрешностями измерений, изменением рабочих режимов или дегра-
дацией оборудования, напрямую влияет на качество управления. Поэтому
анализ чувствительности выхода модели объекта управления к вариациям
ее параметров и входных переменных является критически важным этапом
для: cинтеза робастных систем управления, оптимизации и адаптации систем
диагностики и технического обслуживания путем выделения наиболее значи-
мых входов, за которыми необходим непрерывный мониторинг, сокращения
вычислительной сложности алгоритмов управления за счет фиксации мало-
значимых факторов и уменьшения размерности модели.
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Предлагаемый в статье метод оптимального планирования эксперимента
для анализа чувствительности позволяет решить эти задачи с минимальными
затратами на натурные или вычислительные эксперименты с моделью, что
особенно актуально для дорогостоящих и критически важных технических
систем.

Цель данного исследования – построение алгоритмов оптимального пла-
нирования анализа чувствительности по факторам математических моделей,
основанного на применении анализа конечных изменений. Полученные ре-
зультаты позволят отобрать необходимое число точек в пространстве вход-
ных величин для проведения анализа, что позволит сократить используемые
ресурсы для запуска моделей.

Далее статья построена следующим образом. В разделе 2 приводится по-
становка задачи анализа чувствительности, основанная на использовании ме-
тода анализа конечных изменений. В разделе 3 описываются оптимальные
алгоритмы планирования эксперимента анализа чувствительности. В разде-
ле 4 приводятся результаты вычислительных экспериментов.

2. Анализ чувствительности по факторам математических моделей,
основанный на применении анализа конечных изменений

Одной из ключевых форм изменения величины является ее абсолютное
приращение, которое представляет собой разность между старым и новым
значениями величины и показывает, на сколько изменилась величина. Для
аргументов функции (факторов системы) x = (x1, . . . , xn) абсолютное при-
ращение выражается как

∆x = x
1 − x

0 = (x11, . . . , x
1
n)− (x01, . . . , x

0
n),

приращение функции (отклика) f(x) представимо в виде

∆f(x) = f(x1)− f(x0) = f(x11, . . . , x
1
n)− f(x01, . . . , x

0
n) = f(x0 +∆x)− f(x0).

Если функция f(x) дифференцируема в точке x0, то ее приращение ∆f
можно приближенно представить как линейную функцию от приращения ар-
гумента ∆x через дифференциал функции

∆f ≈ df =

n
∑

i=1

∂f

∂xi
(x0)∆x.

Таким образом, если конечное приращение аргумента ∆x близко к нулю,
то отношение ∆f/∆x близко к значению функции в начальной точке интер-
вала x

0. Указанный факт позволяет оценивать приращение отклика через
приращения его аргументов в случае малых (бесконечно малых) приращений.
На практике же приращения не всегда малы, однако они конечны. В случае,
когда норма приращения аргументов ||∆x|| велика, то мощным и точным
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инструментом разложения приращения функции через приращения ее аргу-
ментов выступает теорема Лагранжа о промежуточной точке (конечных при-
ращениях). Пусть функция f(x) дифференцируема в некоторой окрестности
точки x

0 и непрерывна на отрезке, соединяющем точки x
0 и x

1 = x
0 +∆x.

Тогда существует такая точка x
α, лежащая строго между x

0 и x
1, что вы-

полняется точное равенство:

∆f(∆x) = f(x1)− f(x0) =

n
∑

i=1

∂f

∂xi
(xα)∆xi,(1)

где x
α = x

0 + α∆x для некоторого α ∈ (0, 1).

Формулировка (1) говорит, что производные вычисляются в некоторой
неизвестной промежуточной точке x

α. Эта точка гарантированно существует,
но ее точное положение обычно неизвестно.

Для практического использования этого представления необходимо опре-
делить значение параметра α. Это приводит к задаче решения нелинейного
уравнения относительно α:

g(α) =

n
∑

i=1

∂f

∂xi
(x0 + α∆x)∆xi − [f(x1)− f(x0)] = 0.(2)

Общая схема решения полученного уравнения (2) может быть сформули-
рована в виде следующей последовательности шагов.

Шаг 1. Подготовка данных:

— зафиксировать начальную (x0) и конечную (x1 = x
0 +∆x) точки;

— вычислить известное приращение функции ∆f = f(x1)− f(x1);
— аналитически или численно определить выражения для частных про-

изводных
∂f

∂xi
.

Шаг 2. Выбор начального приближения α0:

— часто используемое начальное предположение – середина интервала
α0 = 0,5;

— альтернативный вариант – предположение, основанное на линейной ап-
проксимации.

Шаг 3. Выбор итерационного метода решения. Так как вычисление про-
изводной функции g(α) в уравнении (2) может быть сложной или затратной
операцией из-за нахождения производных, часто предпочтение отдается ме-
тодам, которые не требуют явного вычисления производной целевой функ-
ции. Рекомендуется использовать методы секущих, деления отрезка пополам,
Риддера или Брента.

Шаг 4. Определение критерия останова. Итерационный процесс прекра-
щается, когда выполняется один из критериев: по невязке, по приращению
корня, по достижению максимального числа итераций.
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Шаг 5. Верификация решения. После нахождения α∗ следует подста-

вить его в формулу Лагранжа и убедиться, что равенство ∆f ≈
n
∑

i=1

∂f
∂xi

(x0 +

+ α∆x)∆xi выполняется с приемлемой точностью.

Главным преимуществом предлагаемого подхода является то, что это
единственный метод исследования чувствительности по факторам модели,
который дает точное, а не приближенное, разложение общего приращения
функции ∆f по вкладам отдельных факторов. Также метод автоматически
определяет точку в интервале от x

0 до x
1, где наклон наиболее репрезента-

тивен для описания всего произошедшего изменения. Таким образом, он в
некоторой степени учитывает нелинейность поведения функции на рассмат-
риваемом интервале. Стоит отметить, что подход применим к любой диффе-
ренцируемой функции независимо от величины изменения ∆x.

Однако предлагаемый метод анализа чувствительности не лишен и недо-
статков. Среди них в первую очередь стоит отметить неединственность и
неопределенность промежуточной точки. Теорема (1) гарантирует существо-
вание хотя бы одной точки x

α, но не ее единственность. На пути от x
0 до x

1

может быть несколько точек, удовлетворяющих условию. Какая из них бу-
дет найдена численным методом, зависит от начального приближения, что
может делать результат необъективным. Еще одним недостатком является
проблема интерпретируемости результатов вычисленной меры чувствитель-
ности на интервале. Производная в промежуточной точке является усред-
ненной мерой на интервале, отвечающей на вопрос, каким должен был быть
постоянный наклон по исследуемому фактору на всем отрезке, чтобы приве-
сти к такому же общему изменению приращения функции. Она не отвечает
на вопрос, насколько чувствительна функция к изменению данного фактора
в окрестности конкретной точки. Еще один недостаток – невозможность изо-
лированного анализа. Значение параметра промежуточной точки, а значит
и сама точка для вычисления производных, определяется совместным изме-
нением всех факторов. Таким образом, предлагаемый анализ решает задачу
глобального анализа чувствительности, а не локального.

Прямое применение метода Лагранжа для анализа чувствительности стал-
кивается с фундаментальной проблемой необъективности. Поскольку точное
положение промежуточной точки x

α, в которой вычисляются производные,
неизвестно и зависит от произвольно выбранных начальных и конечных усло-
вий, результаты анализа становятся неустойчивыми. Расчетная чувствитель-
ность может кардинально меняться на нелинейных участках функции.

Чтобы устранить этот недостаток, необходимо планирование эксперимен-
та, которое заменяет случайный выбор точек строгим правилом. Заранее
определенный план, например полный факторный или центральный компо-
зиционный, равномерно покрывает область интереса, гарантируя, что анализ
проводится в репрезентативной зоне, где поведение модели устойчиво. Это
обеспечивает объективность, воспроизводимость результатов и позволяет це-
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ленаправленно изучать вклад факторов и нелинейность отклика, превращая
метод анализа конечных изменений в надежный инструмент анализа.

3. Алгоритмы оптимального планирования эксперимента
для анализа чувствительности

Информационные матрицы представляют собой фундаментальный объект
теории оптимального планирования эксперимента, обеспечивающий количе-
ственную оценку информации, содержащейся в данных относительно пара-
метров исследуемой модели. Выбор метода построения информационной мат-
рицы детерминирован типом модели (линейная, нелинейная, вероятностная)
и целевой функцией эксперимента, такой как оценка параметров, анализ чув-
ствительности или дискриминация конкурирующих моделей.

В контексте анализа чувствительности по факторам, информационная
матрица формируется на основе градиента функции отклика ∇xf(x). Как по-
казано в фундаментальных работах по планированию эксперимента [20, 21],
информационная матрица, вычисленная в точке x, определяет локальную
геометрию поверхности отклика. Ее собственные значения и векторы харак-
теризуют направленную чувствительность функции f(x) к вариациям вход-
ных аргументов. Как показано в [22], матрица JJT определяет ковариацию
выхода модели при заданной ковариации входа. Поскольку матрицы JTJ
и JJT обладают одинаковыми ненулевыми сингулярными числами, спек-
тральный анализ информационной матрицы F = JTJ полностью характери-
зует локальную чувствительность модели и направления, в которых неопре-
деленность входов наиболее сильно влияет на неопределенность выхода.

Для заданного плана эксперимента X = {x1, . . . ,xn} информационная
матрица принимает следующий вид:

M(X) =
N
∑

i=1

(∇xf(xi)) (∇xf(xi))
T ,(3)

где ∇xf(x) =
(

∂f
∂x1

, . . . , ∂f
∂xn

)T
обозначает градиент функции отклика, харак-

теризующий ее локальную чувствительность к вариациям факторов.

Свойства информационной матрицы (3):

1) Матрица M(X) является симметричной и положительно полуопреде-
ленной.

2) Диагональные элементы матрицы Mjj =
N
∑

i=1

(

∂f
∂xj

∣

∣

∣

xi

)2

количественно

характеризуют совокупную чувствительность функции отклика к вариациям
фактора xj .

3) Недиагональные элементы Mjl =
N
∑

i=1

(

∂f
∂xj

· ∂f
∂xl

∣

∣

∣

xi

)

отражают совмест-

ное влияние и взаимодействие факторов xj и xl на выход модели.
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4) Собственные векторы матрицы M(X) определяют ортогональные на-
правления в пространстве факторов, соответствующие наибольшей чувстви-
тельности функции f(x).

На основе информационной матрицы может быть определена нормирован-
ная мера относительной чувствительности для фактора xm:

Sm =
Mmm

tr(M(X))
,(4)

где tr(M(X)) – след матрицы M(X), равный сумме ее диагональных
элементов.

В теории оптимального планирования используются различные критерии,
основанные на свойствах информационной матрицы M(X):

1) D-оптимальность. План максимизирует определитель информационной
матрицы:

det(M(X)) → max .(5)

Такой план минимизирует обобщенную дисперсию оценок параметров, обес-
печивая сбалансированное изучение всех факторов.

2) A-оптимальность. План минимизирует след матрицы, обратной к ин-
формационной:

tr(M−1(X)) → min .

Данный критерий направлен на минимизацию средней дисперсии оценок па-
раметров, что является целесообразным при необходимости точной оценки
каждого фактора в отдельности.

3) E-оптимальность. План максимизирует минимальное собственное зна-
чение информационной матрицы:

λmin(M(X)) → max .(6)

Этот подход минимизирует максимальную дисперсию оценок и является эф-
фективным для выявления слабых, но значимых эффектов.

Важно отметить, что практическая реализация алгоритмов поиска опти-
мальных планов требует на начальном этапе генерации невырожденных на-
чальных планов.

Опишем алгоритмы оптимального планирования эксперимента для про-
ведения анализа чувствительности. Требуется построить план эксперимента
(набор точек в пространстве факторов), который максимизирует информа-
тивность данных для анализа чувствительности некой функции f(x), и од-
новременно вычислить меры чувствительности факторов Sm. Конкретные
реализации алгоритмов представлены в табл. 1.
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Общие входы:

– f(x) – исследуемая функция,

– xmin,xmax – границы области планирования.

Общие управляющие параметры:

– N0 – размер начального плана,

– Nmax – максимальный размер финального плана,

– ε – порог сходимости для критерия останова.

Шаг 1. Инициализация:

– сгенерировать начальный план X0 размера N0, оптимальный относи-
тельно некоторого критерия Φ(M);

– вычислить начальную информационную матрицу

M0 =
∑

x∈X0

∇f(x)∇f(x)T .

Шаги 2–6. Адаптивное пополнение плана. Для итерации t = 1 до
(Nmax −N0):

Шаг 2. Анализ чувствительности:

– для пар точек текущего плана найти промежуточные точки x
∗
ij с помо-

щью метода анализа конечных изменений;

– для каждой промежуточной точки вычислить локальную информацион-
ную матрицу M

∗
ij;

– рассчитать меры чувствительности факторов Sm по формуле

Sm =
1

|X ∗|

∑

x∗∈X ∗

M∗
mm

tr(M∗)
.

Шаг 3. Генерация кандидатов. Создать множество точек-кандидатов Xcand

для добавления в план. Кандидаты генерируются на основе мер чувствитель-
ности Sm (предпочтение областям с высокой чувствительностью) и, возмож-
но, случайным образом для исследования всей области.

Шаг 4. Выбор новой точки. Выбрать точку xnew из множества кандидатов
Xcand, которая наилучшим образом повышает целевой критерий Φ информа-
ционной матрицы Mt после ее добавления.

Шаг 5. Обновление плана:

Xt+1 = Xt ∪ xnew, Mt+1 = Mt +∇f(xnew)∇f(xnew)
T .

Шаг 6. Проверка критерия останова.

– вычислить относительное изменение целевого функционала Φ:

εt =

∣

∣

∣

∣

Φ(Mt+1)− Φ(Mt)

Φ(Mt)

∣

∣

∣

∣

,

– если εt < ε или достигнут максимальный размер плана, остановиться.
Иначе перейти к следующей итерации (возврат на шаг 2).
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Выходы:

– финальный план точек X;

– рассчитанные меры чувствительности факторов Sm.

Ключевое различие между конкретными алгоритмами заключается в це-
левом критерии оптимальности (Φ), который определяет, что значит лучший
план. Этот критерий пронизывает все шаги алгоритма: инициализацию, вы-
бор новой точки и критерий остановки. Выбор между D-, E- и A-оптималь-
ностью зависит от конкретных целей исследования и свойств модели.

Алгоритм D-оптимального планирования направлен на равномерное изу-
чение влияния всех факторов, используется в случае, когда важна общая
информативность плана, исследуется модель произвольной структуры и тре-
буется хорошее покрытие пространства факторов. Этот алгоритм устойчив к
корреляции между факторами, однако может пропускать узкие зоны резкого
изменения чувствительности. Устойчивость к корреляции следует из структу-
ры алгоритма. Геометрически определитель информационной матрицы соот-
ветствует объему доверительного эллипсоида в пространстве факторов [23].
Увеличение такого объема ведет к уменьшению неопределенности. Если меж-
ду факторами присутствует сильная корреляция, то информационная мат-
рица приближается к вырожденной, т.е. det(M) → 0, а специфика D-опти-
мального планирования как раз и заключается в максимизации det(M), что
автоматически снижает мультиколлинеарность [20]. Улучшения алгоритма,
связанные с учетом зон резкого изменения чувствительности, могут заклю-
чаться в добавлении и адаптации весов для точек с высокой чувствительно-
стью, модификации меры чувствительности, использовании дополнительных
критериев останова или комбинации с другими алгоритмами.

Алгоритм E-оптимального планирования построен с учетом избегания зон
с близкой к нулевой чувствительностью и может быть использован для ана-
лиза устойчивости модели. Такой алгоритм гарантирует, что ни один фактор
не будет полностью упущен в ходе анализа, однако он менее точен в оценке
индивидуальной чувствительности факторов. Отбор точек в этом алгоритме
происходит за счет минимизации числа обусловленности, которое в случае
симметричной матрицы может быть оценено как отношение максимального
собственного значения к минимальному [24], таким образом, алгоритм избе-
гает планов, где некоторые факторы подавляются другими.

Алгоритм A-оптимального планирования рекомендуется в задачах, где
важна точность в ранжировании факторов по их влиянию. Алгоритм дает
сбалансированную оценку вклада каждого фактора, однако он чувствителен
к масштабированию данных.

У синтезированных алгоритмов наблюдается одинаковая вычислитель-
ная сложность, равная O(n3), так как в основе лежат схожие операции
обращения матриц (для A-оптимального плана), нахождения собственных
значений (для E-оптимального плана), вычисления определителей (для D-
оптимального плана). Наиболее высокой скоростью характеризуется алго-
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ритм D-оптимального планирования, а наиболее низкой – E-оптимального
планирования.

В случае, когда некоторые из факторов x = (x1, . . . , xn) имеют дискретную

природу и принимают значения из конечных множеств Dj = {d
(j)
1 , . . . , d

(j)
mj},

прямое применение теоремы Лагранжа (1) требует модификации. Формально
уравнение Лагранжа

∆f(∆x) =

n
∑

i=1

∂f

∂xi
(xα)∆xi,

где x
α = x

0 +α∆x для некоторого α ∈ (0, 1), остается справедливым, только
если найденная промежуточная точка x

α принадлежит декартову произве-
дению допустимых множеств D = D1 × . . .×Dn.

Это приводит к задаче условной оптимизации для нахождения параметра
промежуточной точки:

α∗ = arg min
α∈(0,1)

∣

∣

∣

∣

∣

∆f −

n
∑

i=1

∂f

∂xi
(x0 + α∆x)∆xi

∣

∣

∣

∣

∣

,(7)

при условии x
0 + α∆x ∈ D.

Поскольку условие дискретности делает множество допустимых α конеч-
ным, практическая реализация алгоритма сводится к поиску по сетке допу-
стимых точек.

Для пары точек плана (x0,x1) строится множество всех допустимых про-
межуточных точек Xcand. Для каждого кандидата x

(k) ∈ Xcand вычисляется
величина

R(k) =

∣

∣

∣

∣

∣

∆f −

n
∑

i=1

∂f

∂xi
(x(k))∆xi

∣

∣

∣

∣

∣

.

В качестве промежуточной точки x
α выбирается точка с минимальной

невязкой:
x
α = arg min

x(k)∈Xcand

R(k).

Полученная точка x
α используется для вычисления градиента ∇xf(x

α)
при формировании информационной матрицы (3) по стандартной схеме, опи-
санной в разделе 3.

Стабильность координат промежуточной точки x
α, соответствующих дис-

кретным факторам, при анализе различных пар точек плана служит есте-
ственной мерой робастности. Если для разных пар (x0,x1) из оптимального
плана найденные промежуточные точки x

α сильно различаются по значе-
ниям дискретных факторов, это указывает на высокую зависимость влия-
ния этих факторов от значений других факторов, что соответствует низкой
робастности модели. Стабильность положения промежуточной точки свиде-
тельствует о предсказуемом и устойчивом влиянии дискретных факторов,
что характеризует высокую робастность модели к их вариациям.
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Выбор типа оптимальности зависит от целей анализа и структуры модели.
Для комплексного учета разнородных требований может быть использован
взвешенный сложный критерий:

Φкомб(M) = ωD log(det(M)) + ωA(−tr(M−1)) + ωEλmin(M) → max,(8)

где ωD, ωA, ωE > 0, ωD + ωA + ωE = 1 – веса, отражающие приоритеты пол-
ноты информации, точности ранжирования и устойчивости плана соответ-
ственно. Такой подход позволяет гибко адаптировать планирование экспери-
мента к специфическим требованиям анализа сложных моделей в задачах
управления.

4. Вычислительный эксперимент

В качестве тестовой модели построим структуру, включающую нелинейное
взаимодействие двадцати трех входных переменных:

f(x) = 2x1,51 + 3 sin(x2x3) + 0,8ex4/2 + 1,2 log(|x5|+ 1) + 0,6x8x9 −

− 1,4 cos(x10) + 0,4(x11x12x13)
1/3 + 0,3 tanh(x14)x

2
15 −

− 0,7(x16 + x17)
2 + 1,8 sin(0,5x18) cos(0,3x19) +

+ 0,9 sin(x20 + x21) + 0,4(x6x7)
1/4 + 0,6|x22 − x23|

1,5.

(9)

С использованием структуры модели (9) был получен набор данных, со-
держащий 2 000 реализаций, которые впоследствии были разделены на 80%
строк для обучения и 20% строк для анализа качества модели. Данная мо-
дель выбрана из-за своей сбалансированной сложности, сочетающей в себе
достаточную нелинейность (наличие степенных зависимостей, тригонометри-
ческих и экспоненциальных функций) и умеренную размерность (23 входных
переменных достаточно для тестирования масштабируемости предлагаемых
алгоритмов, но при этом не слишком много для визуализации и интерпрета-
ции). Диапазоны изменений входов модели [0, 1].

Для тестирования подходов была выбрана модель полносвязной нейрон-
ной сети, что позволит исследовать, как модель с непрерывными нелинейны-
ми преобразованиями оценивает вклад признаков. Параметры эксперимента
представлены в табл. 1. В качестве модели для анализа чувствительности
была выбрана модель, состоящая из одного скрытого слоя с 10 нейронами.
В качестве функции активации использована логистическая функция.

Таблица 1. Параметры исследуемых нейросетевых моделей и точность аппрок-
симации

Архитектура модели
Метрики точности

MAE MAPE, % RMSE R2

один слой, десять нейронов 0,080527 3,34 0,063836 0,99526

два слоя, по пять нейронов 0,220495 9,49 0,173303 0,96562

три слоя, по три нейрона 0,246480 9,43 0,187653 0,95704
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D – оптимальный план

– оптимальный планE

– оптимальный планA

Ф
ак

то
р

ы
x23

x22

x21

x20

x19

x18

x17

x16

x15

x14

x13

x12

1x1

0x1

9x

8x

7x

6x

5x

4x

3x

2x

1x

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
Оценка чувствительности

Сравнение оценок чувствительности по факторам модели (9), полученных
с помощью различных вариантов планирования эксперимента.

В табл. 3 представлены характеристики проведенных экспериментов – на-
стройки управляющих параметров алгоритмов оптимального планирования,
количество точек, включенных в оптимальный план, а также 5 наиболее зна-
чимых факторов по результатам проведенного анализа. На рисунке пред-
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Таблица 2. Параметры численных экспериментов и сравнение получен-
ных результатов

Тип
планирования

Параметры
алгоритма

Число точек
в плане

Наиболее влиятельные
факторы

D-оптимальное

N0 = 50
Nmax = 100
θ = 0, 1
ε = 0, 05

63

S(x1) = 0, 249
S(x16) = 0, 160
S(x17) = 0, 160
S(x3) = 0, 131
S(x2) = 0, 107

E-оптимальное

N0 = 50
Nmax = 100
λ = 0, 1
ε = 0, 05

38

S(x1) = 0, 336
S(x2) = 0, 205
S(x17) = 0, 110
S(x16) = 0, 108
S(x3) = 0, 045

A-оптимальное

N0 = 50
Nmax = 100
θ = 0, 1
ε = 0, 05

52

S(x1) = 0, 465
S(x2) = 0, 164
S(x3) = 0, 109
S(x4) = 0, 084
S(x5) = 0, 056

ставлено сравнение оценок чувствительности по факторам модели (9), по-
лученных с помощью различных методов оптимального планирования экс-
перимента. Стоит отметить, что фактор x1 идентифицируется всеми тремя
алгоритмами как наиболее чувствительный, что указывает на его безуслов-
ную значимость в модели; факторы x2 и x3 также стабильно входят в число
наиболее значимых. Алгоритм, основанный на построении D-оптимального
плана, выявляет факторы x16 и x17 как высокочувствительные и обнаружи-
вает больше факторов со средней чувствительностью, что вполне соответ-
ствует ожиданию о равномерном покрытии пространства факторов, позво-
ляющем выявить скрытые зависимости. Алгоритм, основанный на построе-
нии E-оптимального плана, понижает значимость факторов x2 и x3, что со-
ответствует подавлению факторов, т.е. выравнивание их вклада. Алгоритм,
основанный на построении A-оптимального плана, обнаруживает x4 и x5 как
влиятельные факторы, что пропущено другими подходами. Также необходи-
мо уделить особое внимание факторам x16 и x17, которые показывают вы-
сокую чувствительность в алгоритмах оптимального планирования. Стоит
отметить, что анализ чувствительности модели (9), проведенный методом
Морриса, выявляет факторы x1, x2, x17, x16 и x3 как наиболее влиятельные,
что полностью подтверждает непротиворечивость полученных результатов.

5. Заключение

Проведенное исследование подтвердило эффективность алгоритмов оп-
тимального планирования эксперимента для анализа чувствительности на
основе метода анализа конечных изменений. Разработанные D-, E- и A-

128



оптимальные стратегии позволили преодолеть ключевой недостаток метода –
необъективность выбора точек – и обеспечили воспроизводимое и устойчивое
ранжирование факторов по степени их влияния на выход сложной нелиней-
ной модели. Эксперименты показали, что подход значительно сокращает вы-
числительные затраты за счет целенаправленного отбора наиболее информа-
тивных точек для расчета модели.

Разработанные алгоритмы оптимального планирования эксперимента поз-
воляют эффективно решать задачи анализа чувствительности для сложных
моделей объектов управления. Полученные результаты ранжирования фак-
торов по степени влияния могут быть непосредственно использованы для оп-
тимизации систем сбора данных (датчики наиболее влиятельных факторов
должны иметь повышенную точность и надежность); при проектировании
систем автоматического регулирования (знание ключевых переменных позво-
ляет обоснованно выбирать каналы управления и настраивать регуляторы);
для создания цифровых двойников технических объектов (метод позволяет
целенаправленно уточнять модель в тех областях пространства входов, кото-
рые наиболее важны для работы системы в штатных и аварийных режимах).

Перспективы исследования связаны с практической адаптацией метода
для решения прикладных задач. Планируется разработка модификаций ал-
горитмов для работы с коррелированными входными параметрами, что часто
встречается в реальных данных. В долгосрочной перспективе метод может
лечь в основу стандартизированного подхода к планированию экспериментов
для анализа чувствительности, позволяющего получать надежные результа-
ты при ограниченном бюджете вычислительных ресурсов.
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