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1. Введение

Билинейные системы представляют собой самый простой класс нелиней-
ных систем. Основной интерес к таким системам заключается в том, что они
широко используются в реальных процессах [1–4]. Кроме того, они лучше
изучены, чем большинство других нелинейных систем.

В исследованиях билинейных систем управляемость является важной те-
мой. Эта проблема особенно актуальна для случая непрерывного времени.
Результатам управляемости билинейных систем с непрерывным временем
уделяется значительное внимание благодаря использованию мощных матема-
тических инструментов, таких как теория дифферециальных многообразий,
методы алгебры Ли и т.д. В литературе были получены разные математи-
ческие критерии управляемости билинейных систем с непрерывным време-
нем [1]. Однако даже сейчас для билинейных систем с дискретным временем
результаты по свойствам управляемости довольно скромные по сравнению с
их аналогами с непрерывным временем.

Для общих нелинейных систем, в частности билинейных систем с дис-
кретным временем, исчерпывающих необходимых и достаточных условий
управляемости к настоящему времени не имеется. Тем не менее для спе-
циального класса билинейных систем с перестановочными матрицами име-
ется возможность установить конструктивные необходимые и достаточные
условия управляемости [5–8]. А в [9] доказаны необходимые и достаточные
условия управляемости дискретных билинейных систем с коммутативными
матрицами.
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Следующим шагом является расширение свойств управляемости для та-
ких систем, и в первую очередь изучение свойств множеств управляемости
для конечного числа шагов. Оказывается, свойства таких систем являются
не очевидными и более сложными, чем казалось с первого взгляда. Напри-
мер, оказывается неверным свойство монотонности по включению множеств
управляемости (т.е. при увеличении числа шагов «размер» таких множеств
не обязан увеличиваться), не установлено свойство замкнутости множеств
управляемости для произвольного конечного числа шагов и т.п.

В статье обсуждаются новые свойства [10] множеств управляемости били-
нейных систем с дискретным временем и коммутативными матрицами.

2. Основная цель исследования

Рассматривается автономная билинейная система (A,B) с дискретным
временем и скалярным управлением без ограничений

x(k + 1) = (A+ ukB)x(k), k ∈ Z+ := {0, 1, . . .},(1)

где x(k) ∈ R
n – вектор состояний; uk ∈ R – управления в текущий шаг (мо-

мент времени); A,B ∈ R
n – соответствующие матрицы системы.

Билинейная система (A,B) называется управляемой, если для произволь-
ной пары граничных допустимых векторов x◦, x◦◦ ∈ R

n \ {0} имеется хотя
бы один конечный набор управлений {u0, . . . , uK−1} и число шагов K ∈ N :=
:= {1, 2, . . .} таких, что x(0) = x◦, x(K) = x◦◦. Для системы (A,B) вводится
множеств управляемости Y(x◦,K)⊂ R

n из начального состояния x◦ за K ша-
гов как множество

Y(x◦,K) := {y ∈ R
n : y = (A+ uK−1B) . . . (A+ u0B)x◦, u0, . . . , uK−1 ∈ R} =

=
⋃

u0,...,uK−1∈R

{y ∈ R
n : y = (A+ uK−1B) . . . (A+ u0B)x◦} .

В этом случае билинейная система (A,B) является управляемой тогда и толь-
ко тогда, когда для каждого допустимого x◦ 6= 0 верно равенство

Y(x◦) = R
n \ {0}, Y(x◦) :=

⋃

K∈N

Y(x◦,K).

Множества управляемости Y(x◦,K) могут быть построены с помощью (1)
рекуррентно:

Y(x◦,K + 1) =
⋃

uK∈R

(A+ ukB)Y(x◦,K),

Y(x◦, 0) = {x◦}.

В настоящее время полного описания необходимых и достаточных условий
управляемости для произвольных билинейных систем нет. Имеются разроз-
ненные, в общем случае не связанные частичные необходимые и достаточные
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условия для фрагментарных билинейных систем. Это не позволяет подробно
изучить их свойства.

Тем не менее имеется специальный класс билинейных систем, для которых
полные необходимые и достаточные условия управляемости установлены и
доказаны [9] – это билинейные системы с коммутативными (перестановочны-
ми матрицами), т.е.

[A,B] = 0, [A,B] := AB −BA.

В [5–9] доказано, что если билинейная система (A,B) с коммутативными мат-
рицами A,B ∈ R

n×n является управляемой, то n 6 2. Следовательно, управ-
ляемых систем с перестановочными матрицами при n > 2 не существует, а та-
кие управляемые системы достаточно изучать при n = 1 и n = 2. Тем не ме-
нее билинейные системы с перестановочными матрицами, которые не явля-
ются управляемыми, существуют при любом натуральном n. Управляемые
системы (A,B) с коммутативными матрицами при n = 1 не представляют ин-
тереса и сложности в силу их простоты и несложных свойств. Однако для
управляемых билинейных систем с перестановочными матрицами при n = 2
множества управляемости для произвольного числа шагов обладают неоче-
видными свойствами.

Для удобства будет использовано линейное невырожденное преобразова-
ние вектора состояния системы (A,B). Пусть P ∈ R

n×n, detP 6= 0, тогда по-
ложим

x(k) := P−1x(k), A = P−1AP, B = P−1AP.

В этом случае верны представления

x(k + 1) =
(

A+ ukB
)

x(k),

Y(x◦,K) :=
{

y ∈ R
n : y =

(

A+ uK−1B
)

. . .
(

A+ u0B
)

x◦, u0, . . . , uK−1 ∈ R
}

,

x◦ := P−1x◦,

Y(x◦,K) = P−1Y(x◦,K).

Система (A,B) управляема тогда и только тогда, когда управляема система
(

A,B
)

.

Для некоторой невырожденной матрицы P билинейная управляемая си-
стема

(

A,B
)

с коммутативными матрицами может быть полностью охарак-
теризована необходимыми и достаточными условиями [5, 6, 9]:

A = rR(ϕ1), B = R(ϕ2),(2)

0 < r2 sin2 θ < 1, θ := ϕ1 − ϕ2,(3)

где

R(ϕ) =

(

cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)

∈ SO(2).
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В современной интерпретации эти условия могут быть эквивалентно запи-
саны так: билинейная система (A,B) с коммутативными матрицами управ-
ляема тогда и только тогда, когда

1) матрицы подобны матрицам SO(2) с помощью одной невырожденной
матрицы;

2) 0 < 1
2
ρ(A)
ρ(B) det

(

ATB −BTA
)

< 1, где ρ(A) – спектральный радиус мат-

рицы A.

Билинейные системы с перестановочными матрицами, которые не явля-
ются управляемыми, согласно критерию [9] не обладают хотя бы одним свой-
ством (2) или (3). Например, если

A =

(

0 1
−1 0

)

, B =

(

1 0
0 1

)

≡ I, r = 1, A,B ∈ SO(2)

или

A =

(

1 1
0 1

)

, B =

(

1 2
0 1

)

, A,B 6∈ SO(2),

то соответствующие билинейные системы
(

A,B
)

не являются управляемыми,
хотя соответствующие матрицы коммутативны.

Целью настоящей статьи является характеризация специальных свойств
множеств управляемости билинейных систем с перестановочными матрица-
ми с дискретным временем для фиксированного числа шагов. Билинейные
системы представляют собой семейство простейших нелинейных систем. Как
оказывается, различие таких систем от известных линейных систем состоит
в конструкции топологии соответствующих множеств управляемости. Дей-
ствительно, множества управляемости для линейных систем с управлениями
без ограничений представляют собой аффинные (в частности, линейные) под-
пространства. Множества управляемости билинейных систем представляют
собой линейчатые поверхности, которые в общем случае не являются аффин-
ными множествами, и более того, невыпуклыми множествами.

Везде далее в силу критерия управляемости считается, что n = 2 и били-
нейные системы с коммутативными матрицами управляемы.

3. Основной результат 1

В рассуждениях используется понятие проективного пространства. Как
известно [11–13], 2-мерное проективное пространство RP

2 есть множество,
точками которого являются вещественные прямые в 3-мерном вещественном
линейном пространстве R

3, проходящие через начало координат.

Введем требуемые обозначения. Пусть la,b ∈ RP
2 – прямая

la,b =
{

x ∈ R
2 : x = a+ tb, t ∈ R

}

,

описываемая параметрическим уравнением с помощью векторов a, b ∈ R
2.

(Здесь, в частности, при b = 0 прямая la,0 может соответствовать точке
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a ∈ R
2). Вектор la,b(t) = a+ tb ∈ R

2 отвечает точке прямой la,b при пара-
метре t. Таким образом,

la,b =
⋃

t∈R

{la,b(t)} ≡
⋃

t

la,b(t),

RP
2 :=

⋃

a,b∈R2

la,b.

Далее для удобства используется обозначение
⋃

t

(·) :=
⋃

t∈R

(·).

Для матриц A,B ∈ R
n×n вводится [14] понятие пучка матриц hA,B : R →

→ R
2×2:

hA,B(t) = A+ tB, t ∈ R,

hA,B =
⋃

t

hA,B(t).

Здесь пучок hA,B удобно интерпретировать как прямую в R
2×2, т.е. hA,B ∈

∈ RP
2×2. Введем естественное определение умножения множеств:

hA,B(t)X :=
⋃

x∈X

hA,B(t)x, X ∈ R
2,

hA,BX :=
⋃

t

hA,B(t)X =
⋃

t

⋃

x∈X

hA,B(t)x =
⋃

x∈X

hA,Bx.

Те ор ем а 1. Справедливы утверждения:

1) Y(x◦, 1) ∈ RP
2;

2) Y(x◦,K + 1) = hA,BY(x
◦,K) при K > 1;

3) Y(x◦,K)⊂RP
2 при K > 2 и, следовательно, множество управляемости

Y(x◦,K) является линейчатой поверхностью в R
2;

4) dimY(x◦, 1) = 1;
5) dimLinY(x◦,K) = 2 при K > 2.

Здесь Y(x◦,K) рассматривается как подмножество евклидовой плоскости
в R

2.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. 1. При K = 1 получаем по определению
множества управляемости

Y(x◦, 1) =
⋃

u0

((A+ u0B)x◦) =
⋃

u0

(hA,B(u0)x
◦) =

=

(

⋃

u0

hA,B(u0)

)

x◦ = hA,Bx
◦ ∈ RP

2,

так как

Y(x◦, 1) = hA,Bx
◦ =

⋃

τ

((A+ τB)x◦ =
⋃

τ

(Ax◦ + τBx◦) = lAx◦,Bx◦ ∈ RP
2.
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2. Рассуждения проведем по индукции. Для K = 1 из утверждения 1 имеем

Y(x◦, 1) ∈ RP
2.

Предположим, что для K > 2 верно включение

Y(x◦,K) ∈ RP
2.

Тогда по определению произведения множеств управляемости получаем

Y(x◦,K + 1) =
⋃

u0,...,uK

{

y ∈ R
2 : y = (A+ uKB) . . . (A+ u0B)x◦

}

=

=

(

⋃

uK

(A+ uKB)

)





⋃

u0,...,uK−1

{

y ∈ R
2 : y = (A+ uK−1B) . . . (A+ u0B)x◦

}



=

=

(

⋃

uK

(A+ uKB)

)

Y(x◦,K) = hA,BY(x
◦,K).

Теперь утверждение 2 следует из принципа математической индукции.

3. Данное утверждение теперь следует из п. 2 и леммы 1.

4. В силу п. 1 множество Y(x◦, 1) есть прямая в R
2 и поэтому оно явля-

ется аффинным множеством [15, §1]. Размерность dimY(x◦, 1) непустого аф-
финного множества Y(x◦, 1) считается равной размерности подпространства,
параллельного ему.

5. Выбираем и фиксируем y ∈ R
2 \ {0} из условия

y ∈ Y(x◦,K − 1) при K > 1,

y = x◦ при K = 1.

Тогда
⋃

uK−1

(A+ uK−1B)y ⊂ Y(x◦,K),

⋃

uK−1

(A+ uK−1B)y = lAy,By,

и поэтому
lAy,By ⊂ Y(x◦,K).

Из п. 2, следовательно, получаем

hA,BlAy,By ⊂ Y(x◦,K + 1).

Выбираем произвольно различные вещественные числа t1 6= t2. Поэтому

hA,BlAy,By(ti) ∈ RP
2, i = 1, 2,
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и тогда

hA,BlAy,By(ti) =
⋃

τ

(A(Ay + tiBy) + τB(Ay + tiBy)) =

= lA(Ay+tiBy),B(Ay+tiBy) ∈ RP
2.

Вычислим определитель, связанный с векторами B(Ay + tiBy) ∈ R
2:

det (B(Ay + t1By)|B(Ay + t2By)) = detB det (Ay + t1By|Ay + t2By) =

= det
(

PBP−1
)

det (Ay + t1By|Ay + t2By) =

= det
(

B
)

det (Ay + t1By|Ay + t2By) =

= det (Ay + t1By|Ay + t2By) = (t2 − t1) det(Ay|By) =

= (t2 − t1) det
(

PAP−1y|PBP−1y
)

=

= (t2 − t1) detP det
(

A
(

P−1y
)

|B
(

P−1y
))

=

= (t2 − t1) detP detB det
(

B
−1

A
(

P−1y
)

|
(

P−1y
)

)

=

= (t2 − t1) detP det
(

rR(θ)
(

P−1y
)

|
(

P−1y
))

.

В силу необходимых и достаточных условий (3) заключаем:

R(θ) 6= I

и поэтому
(t2 − t1) detP det

(

rR(θ)
(

P−1y
)

|
(

P−1y
))

6= 0.

Это в свою очередь означает, что

det (B(Ay + t1By)|B(Ay + t2By)) 6= 0.

Поэтому прямые lA(Ay+tiBy),B(Ay+tiBy) при i = 1, 2 не являются параллельны-
ми в R

2. Это означает, что

dimLin
{

lA(Ay+t1By),B(Ay+t1By), lA(Ay+t2By),B(Ay+t2By)

}

= 2

и тем более
dimLinY(x◦,K) = 2

при K > 2.

Теорема 1 доказана.

Сл ед с т в и е 1. Для каждого K > 1 множества управляемости Y(x◦,K)
являются неограниченными множествами.

Сл ед с т в и е 2. Множества управляемости при K > 1 могут быть

представлены как объединения прямых из R
2, т.е.

Y(x◦,K) =
⋃

α(K)∈Â⊂R

la(α(K)),b(α(K)), la(α(K)),b(α(K)) ∈ RP
2,

где a(α(K)), b(α(K)) ∈ R
2, b(α(K)) 6= 0 и множество индексов Â не обязано

быть счетным.
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4. Основной результат 2

Утверждение теоремы 1 означает, что множество управляемости для фик-
сированного числа шагов как геометрический объект определяется множе-
ствами из проективного пространства и может быть построено как некоторое
объединение прямых из R

2. Следующий факт связан с тем наблюдением, что
для такого объединения прямых выполняются некоторые специальные свой-
ства, которые будут установлены далее.

Те ор ем а 2. Пусть билинейная система (A,B) с коммутативными

матрицами является управляемой. Тогда справедливы утверждения:

1) множество управляемости Y(x◦,K) при K > 2 представимо в виде объ-
единения семейства замкнутых полуплоскостей из R

2, поэтому множество
R
2 \ Y(x◦,K) является пересечением семейства открытых полуплоскостей;
2) множество R

2 \ Y(x◦,K) в R
2 – выпуклое множество, и, наоборот,

Y(x◦,K) в R
2 – невыпуклое множество.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. 1. При b 6= 0 справедливо равенство

⋃

ε>1

εhA,Bla,b = hA,Bla,b.(4)

Действительно, при ε > 1 получаем очевидное включение

hA,Bla,b ≡ 1 · hA,Bla,b ⊂
⋃

ε>1

εhA,Bla,b.

Обратно. Выбираем произвольный вектор

x ∈
⋃

ε>1

εhA,Bla,b.

Это означает, что найдутся вещественные τ1, t1 и ε > 1 такие, что

x = εhA,B(τ1)la,b(t1).

В силу леммы 2 всегда найдутся вещественные числа τ2, t2 такие, что

εhA,B(τ1)la,b(t1) = hA,B(τ2)la,b(t2)

и поэтому
x ∈ hA,Bla,b.

Следовательно, получаем обратное включение

⋃

ε>1

εhA,Bla,b ⊂ hA,Bla,b

и требуемое равенство (4) получено.

32



Для произвольного множества X ⊂ RP
2 введем его полное описание:

X =
⋃

α∈A⊂R

la(α),b(α),(5)

где a(α), b(α) ∈ R
2, b(α) 6= 0. Тогда получаем соответствующее равенство

⋃

ε>1

εhA,BX = hA,BX ,(6)

поскольку

⋃

ε>1

εhA,BX =
⋃

ε>1

(

εhA,B

(

⋃

α∈A⊂R

la(α),b(α)

))

=
⋃

α∈A

⋃

ε>1

εhA,Bla(α),b(α) =

=
⋃

α∈A

hA,Bla(α),b(α) = hA,B

⋃

α∈A

la(α),b(α) = hA,BX .

Покажем, что множество hA,BX есть объединение замкнутых полуплоско-
стей в R

2.

Действительно, выполним последовательные преобразования

⋃

ε>1

εhA,BX =
⋃

ε>1

(

εhA,B

(

⋃

α∈A⊂R

la(α),b(α)

))

=
⋃

α∈A

⋃

ε>1

εhA,Bla(α),b(α) =(7)

=
⋃

α∈A

⋃

ε>1

εhA,B

⋃

t

la(α),b(α)(t) =
⋃

α∈A

⋃

t

⋃

ε>1

εhA,Bla(α),b(α)(t).

Теперь по определению получаем

hA,Bla(α),b(α)(t) =
⋃

τ

hA,B(τ)la(α),b(α)(t) =
⋃

τ

(A+ τB)(a(α) + tb(α)) =

=
⋃

τ

(A(a(α) + tb(α)) + τB(a(α) + tb(α))) =

=
⋃

τ

lA(a(α)+tb(α)),B(a(α)+tb(α))(τ) = lA(a(α)+tb(α)),B(a(α)+tb(α)) ∈ RP
2.

К этому моменту использовалось определение параметрического уравне-
ния для прямой. Теперь обратимся к соответствующему эквивалентному об-
щему уравнению прямой на плоскости [17].

Выберем вектор c(t, α) ∈ R
2 \ {0} так, чтобы выполнялось равенство

cT(t, α)B(a(α) + tB(α)) = 0.

Такой вектор всегда существует, и он может быть не единственен. Поэтому
такой ненулевой вектор c(t, α) выбираем из дополнительного условия

cT(t, α)A(a(α) + tb(α)) > 0.
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Положим

λ(t, α) := cT(t, α)A(a(α) + tb(α)) > 0.

Определим множество

H=
c(t,α),λ(t,α) =

{

x ∈ R
2 : cT(t, α)x = λ(t, α)

}

,

которое определяет некоторое общее уравнение первоначальной прямой
lA(a(α)+tb(α)),B(a(α)+tb(α)) . Таким образом, верно равенство

lA(a(α)+tb(α)),B(a(α)+tb(α)) = H=
c(t,α),λ(t,α).

Определим множество

H>

c(t,α),λ(t,α) =
{

x ∈ R
2 : cT(t, α)x > λ(t, α)

}

,

которое соответствует некоторой замкнутой поверхности в R
2. В этом случае

получаем следующие преобразования:

⋃

ε>1

εH=
c(t,α),λ(t,α) =

⋃

ε>1

ε
{

x ∈ R
2 : cT(t, α)x = λ(t, α)

}

=

=
⋃

ε>1

{

x ∈ R
2 : cT(t, α)x = ελ(t, α)

}

=

=
{

x ∈ R
2 : cT(t, α) > λ(t, α)

}

= H>

c(t,α),λ(t,α).

Следовательно, из (7)

⋃

ε>1

εhA,BX =
⋃

α∈A

⋃

t

⋃

ε>1

εhA,Bla(α),b(α)(t) =

=
⋃

α∈A

⋃

t

⋃

ε>1

εlA(a(α)+tb(α)),B(a(α)+tb(α)) =

=
⋃

α∈A

⋃

t

⋃

ε>1

εH=
c(t,α),λ(t,α) =

⋃

α∈A

⋃

t

⋃

ε>1

H>

c(t,α),λ(t,α).

И, наконец, из (6) получаем

hA,BX =
⋃

α∈A

⋃

t

H>

c(t,α),λ(t,α).(8)

Это означает, что множество hA,BX их (5) представляет собой объединение
замкнутых полуплоскостей.

По следствию 2 теоремы 1 и (5) получаем, что структура множеств X и
множеств управляемости Y(x◦,K) идентична. Следовательно, по п. 2 теоре-
мы 1 множество Y(x◦,K + 1) = hA,BY(x

◦,K) при K > 1 идентично множе-
ству hA,BX .
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Здесь следует заметить, что множества Y(x◦,K) при K > 1 являются
невырожденными прямыми и поэтому не имеют изолированных точек. Это
означает, что элементы множества (5) таковы, что la(α),b(α) есть прямые и не
состоят из изолированных точек, т.е. b(α) 6= 0, а лемма 2 используется кор-
ректно.

По (8) заключаем, что множество управляемости Y(x◦,K) при K > 2 пред-
ставляет собой объединение замкнутых полупространств в R

2.

Наоборот, множество R
2 \ (hA,BX ) есть дополнение к R

2 и поэтому

R
2 \ (hA,BX ) =

⋂

α∈A

⋂

t

(

R
2 \H>

c(t,α),λ(t,α)

)

=
⋂

α∈A

⋂

t

H<
c(t,α),λ(t,α),

где
H<

c(t,α),λ(t,α) =
{

x ∈ R
2 : cT(t, α)x < λ(t, α)

}

.

Данное множеств представляет собой открытую полуплоскость в R
2. Как и

ранее, по п. 2 теоремы 1 множество R
2 \ Y(x◦,K + 1) = R

2 \ (hA,BY(x
◦,K))

при K > 1 идентично множеству R
2 \ (hA,BX ). Следовательно, множество

R
2 \ Y(x◦,K) при K > 2 представляет собой пересечение открытых полуплос-

костей в R
2.

2. По построению открытая полуплоскость в R
2 есть выпуклое множество.

Следовательно, множество R
2\Y(x◦,K) всегда есть выпуклое множество в R

2

как пересечение выпуклых множеств.

Докажем теперь, что для всех K > 2 множество управляемости Y(x◦,K)
не является выпуклым множеством. Здесь достаточно рассмотреть два слу-
чая: Y(x◦,K) не является полуплоскостью и Y(x◦,K) – полуплоскость.

Если множество R
2 \ Y(x◦,K) выпукло и одновременно не есть полуплос-

кость, то Y(x◦,K) = R
2 \
(

R
2 \ Y(x◦,K)

)

не может быть выпуклым множе-
ством.

Напротив, допустим, что R
2\Y(x◦,K) есть (открытая) полуплоскость (вы-

пуклое множество). Следовательно, по предположению множество Y(x◦,K)
может оказаться замкнутой полуплоскостью, а поэтому выпуклым множе-
ством.

Рассуждаем от противного. Допустим, что имеется K, при K > 2, и такое
множество управляемости Y(x◦,K), которое является полуплоскостью в R

2.
Поэтому найдется ненулевой вектор c ∈ R

2 такой, что

cTx > λ > 0 при x ∈ Y(x◦,K).

Выбираем произвольно
y ∈ Y(x◦,K − 1)

и поэтому по построению y 6= 0.

Поскольку
Y(x◦,K) = hA,BY(x

◦,K − 1),

то
hA,By = lAy,By ⊂ Y(x◦,K)
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и поэтому должно выполняться неравенство

cTlAy,By(t) > λ при t ∈ R.

Тогда верно неравенство

cT(Ay + tBy) > λ при t ∈ R.

В силу произвольности параметра t получаем равенство

cTBy = 0.

Поэтому получаем неравенство

cTAy =
(

ATc
)T

y > λ > 0 при y ∈ Y(x◦,K − 1).

Вектор ATc 6= 0, поскольку матрица A = P−1AP невырожденна, так как
A ∈ SO(2). Это означает, что множество Y(x◦,K − 1) есть замкнутая полу-
плоскость в R

2.

Следовательно, по индукции при K > 2 набор множеств управляемости
{Y(x◦,K),Y(x◦,K − 1), . . . ,Y(x◦, 1)} образует набор полуплоскостей. С дру-
гой стороны, в силу п. 1 теоремы 1 множество Y(x◦, 1) есть прямая в R

2 и не
может быть полуплоскостью.

Противоречие означает, что множества Y(x◦,K) не являются замкнутыми
полуплоскостями, а поэтому не может оказаться выпуклым множеством.

Теорема 2 доказана.

5. Заключение

Для билинейных систем с дискретным временем и коммутативными мат-
рицами установлены новые специальные свойства множеств управляемости
для фиксированного числа шагов: множества управляемости представляют
собой линейчатые поверхности; дополнение к множеству управляемости есть
пересечение полуплоскостей и поэтому является выпуклым множеством.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Лемма 1. Если

X ⊂ RP
2,

то

hA,BX ⊂ RP
2.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. Для одноточечного множества X = {y}
по определению получаем

hA,By =
⋃

t

hA,B(t)y =
⋃

t

(A+ tB)y =
⋃

t

(Ay + tBy) =
⋃

t

lAy,By(t) = lAy,By,

и, следовательно,
hA,By ∈ RP

2.
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Поэтому

hA,Bla,b =
⋃

t

hA,B(t)la,b =
⋃

t

hA,B(t)

(

⋃

τ

la,b(τ)

)

=
⋃

t

hA,B(t)

(

⋃

τ

(a+ τb)

)

=

=
⋃

t

⋃

τ

hA,B(t)(a+ τb) =
⋃

t

⋃

τ

(hA,B(t)a+ τhA,B(t)b) =

=
⋃

t

⋃

τ

(

lhA,B(t)a,hA,B(t)b(τ)
)

=
⋃

t

lhA,B(t)a,hA,B(t)b ⊂ RP
2,

поскольку по построению

lhA,B(t)a,hA,B(t)b ∈ RP
2.

Следовательно, по определению каждое множество X из RP
2 может быть

представлено в виде объединения прямых из RP
2:

X =
⋃

α⊂A⊂R

la(α),b(α), la(α),b(α) ∈ RP
2,

где a(α), b(α) ∈ R
2. Это в силу проведенных рассуждений означает, что

hA,BX =
⋃

α∈A

hA,Bla(α),b(α) ⊂ RP
2,

поскольку
hA,Bla(α),b(α) ⊂ RP

2.

Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Для произвольных вещественных чисел τ1, t1 и ε > 1 найдутся

подходящие вещественные числа τ2, t2 такие, что

εhA,B(τ1)la,b(t1) = hA,B(τ2)la,b(t2)(Π.1)

при b 6= 0.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. Заметим, что равенство (Π.1) выполня-
ется тогда и только тогда, когда выполняется аналогичное равенство

εhA,B(τ1)la,b(t1) = hA,B(τ2)la,b(t2),(Π.2)

где
a = P−1a, b = P−1b.

Действительно, по определению

hA,B(τ)la,b(t) = (A+ τB)(a+ tb) =
(

PAP−1 + τPBP−1
)

(a+ tb) =

= P
(

AP−1 + τBP−1
)

(a+ tb) = P
(

A+ τB
) (

P−1a+ tP−1b
)

=

= P
(

A+ τB
) (

a+ tb
)

= PhA,B(τ)la,b(t)

и матрица P невырожденная.
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Равенство (Π.2) запишем подробнее:

ε (rR(ϕ1) + τ1R(ϕ2))
(

a+ t1b
)

= (rR(ϕ1) + τ2R(ϕ2))
(

a+ t2b
)

.(Π.3)

В силу R(ϕ2) ∈ SO(2) равенство (Π.3) эквивалентно равенству

ε (rR(θ) + τ1I)
(

a+ t1b
)

= (rR(θ) + τ2I)
(

a+ t2b
)

.(Π.4)

Положим

ti = t◦i + t, a◦ = a+ tb, i = 1, 2,(Π.5)

где t◦i , t будут определены далее. Поскольку

a = tib =
(

a+ tb
)

+ t◦i b≡ a◦ + t◦i b,(Π.6)

то число t выберем из условия

b
T (

a+ tb
)

= 0

или
b
T
a◦ = 0.

Следовательно,

t = −
b
T
a

b
T
b
, t◦i = ti +

b
T
a

b
T
b
.(Π.7)

Используя (Π.5)–(Π.7) в (Π.4), получаем эквивалентное равенство

ε (rR(θ) + τ1I)
(

a◦ + t◦1b
)

= (rR(θ) + τ2I)
(

a◦ + t◦2b
)

.(Π.8)

Пусть C ∈ SO(2), тогда в силу коммутативности матриц из SO(2) получаем
эквивалентное равенство

εC (rR(θ) + τ1I)
(

a◦ + t◦1b
)

= C (rR(θ) + τ2I)
(

a◦ + t◦2b
)

или

ε (rR(θ) + τ1I)
(

Ca◦ + t◦1Cb
)

= (rR(θ) + τ2I)
(

Ca◦ + t◦2Cb
)

.(Π.9)

По условию b 6= 0, и поэтому матрица C может быть выбрана так, что

µ > 0, Cb = µe1, Ca◦ = λe2; e1 =

(

1
0

)

, e2 =

(

0
1

)

.(Π.10)

Вещественное число λ может быть произвольно.

Здесь равенство
λ = 0

верно тогда и только тогда, когда векторы a◦ и b коллинеарны.
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Действительно, пусть λ = 0, тогда из (Π.10) следует

a◦ = 0.

По определению (Π.6) и (Π.7) получаем

0 = (a◦)T a◦ =

(

a−
b
T
a

b
T
b
b

)T(

a−
b
T
a

b
T
b
b

)

= aTa−

(

b
T
a
)2

b
T
b

=(Π.11)

=
(

b
T
b
)

(

(

aTa
)

(

b
T
b
)

−
(

b
T
a
)2
)

и поэтому

(

aTa
)

(

b
T
b
)

−
(

b
T
a
)2

= 0.(Π.12)

Как известно, неравенство Коши–Буняковского

(

aTa
)

(

b
T
b
)

−
(

b
T
a
)2

> 0

обращается в равенство тогда и только тогда, когда векторы a и b коллине-
арны.

Обратно, если a и b коллинеарны, то из (Π.12) получаем (Π.11), и это есть
равенство a◦ = 0. Теперь из (Π.10) получаем λ = 0.

В силу (Π.10) замечаем, что равенство (Π.9) эквивалентно соотношению

ε (rR(θ) + τ1I)
(

λe2 + µt◦1e
1
)

= (rR(θ) + τ2I)
(

λe2 + µt◦2e
1
)

или

εrR(θ)

(

µt◦1
λ

)

+ ετ1

(

µt◦1
λ

)

= rR(θ)

(

µt◦2
λ

)

+ τ2

(

µt◦2
λ

)

.(Π.13)

Рассмотрим два случая:
λ = 0, λ 6= 0.

Пусть λ = 0. Введем обозначения

t̂i := r−1µt◦i , i = 1, 2; τ̂1 := ετ1, τ̂2 := τ2.

Тогда уравнение (Π.13) приводится к виду

εR(θ)

(

t̂1
0

)

+ τ̂1

(

t̂1
0

)

= R(θ)

(

t̂2
0

)

+ τ̂2

(

t̂2
0

)

.(Π.14)

Покоординатная запись (Π.14) приводит к появлению двух скалярных урав-
нений

εt̂1 cos θ + τ̂1t̂1 = t̂2 cos θ + τ̂2t̂2,(Π.15)

−εt̂1 sin θ = −t̂2 sin θ.
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В силу (3) имеем sin θ 6= 0 и поэтому

t̂2 = εt̂1.(Π.16)

Подстановка (Π.16) в (Π.15) приводит к уравнению

εt̂1 cos θ + τ̂1t̂1 = εt̂1 cos θ + ετ̂2t̂1

или
t̂1 (τ̂1 − ετ̂2) = 0.

Если t̂1 = 0, то это равенство выполняется тривиально, и, следовательно,
τ̂2 можно выбирать произвольно.

Если же t̂1 6= 0, то должно быть верно равенство

τ̂2 = ε−1τ̂1.(Π.17)

Это означает, что (Π.17) и (Π.16) составляют допустимое решение уравне-
ния (Π.14) для произвольных вещественных чисел τ̂1, t̂1 и ε > 1. Поэтому при
λ = 0 уравнение (Π.14) всегда разрешимо относительно τ̂2, t̂2. Здесь исполь-
зовалась цепочка эквивалентных уравнений (Π.14), (Π.9), (Π.8), (Π.4), (Π.3),
(Π.2).

Пусть теперь λ 6= 0. Введем обозначения

t̂i := r−1λ−1µt◦i , i = 1, 2; τ̂1 := ετ1, τ̂2 := τ2.(Π.18)

Тогда уравнение (Π.13) приводится к виду

εR(θ)

(

t̂1
1

)

+ τ̂1

(

t̂1
1

)

= R(θ)

(

t̂2
1

)

+ τ̂2

(

t̂2
1

)

.(Π.19)

Перейдем к покоординатной записи

εt̂1 cos θ + ε sin θ + τ̂1t̂1 = t̂2 cos θ + sin θ + τ̂2t̂2,(Π.20)

−εt̂1 sin θ + ε cos θ + τ̂1 = −t̂2 sin θ + cos θ + τ̂2.(Π.21)

Из (Π.21) выражаем τ̂2 через остальные параметры:

τ̂2 =
(

t̂2 − εt̂1
)

sin θ + (ε− 1) cos θ + τ̂1.(Π.22)

Подстановка (Π.22) в (Π.20) приводит к соотношению

εt̂1 cos θ+ ε sin θ+ τ̂1t̂1 = t̂2 cos θ+sin θ+
(

t̂2 − εt̂1
)

t̂2 sin θ+(ε− 1)t̂2 cos θ+ τ̂1t̂2

или после преобразования

t̂22 sin θ +
[

cos θ − εt̂1 sin θ + (ε− 1) cos θ + τ̂1
]

t̂2+

+
[

(1− ε) sin θ − εt̂1 cos θ − τ̂1t̂1
]

= 0.
(Π.23)
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Уравнение (Π.23) очевидно сводится к квадратному уравнению относительно
переменной t̂2. Составим соответствующий дискриминант и выполним оче-
видные преобразования:

D =
[

ε cos θ − εt̂1 sin θ + τ̂1
]2

− 4 sin θ
[

(1− ε) sin θ − εt̂1 cos θ − τ̂1t̂1
]

=

= ε2 cos2 θ + ε2t̂21 sin
2 θ + τ̂21 − 2ε2t̂1 cos θ sin θ + 2τ̂1ε

2 cos θ −

− 2τ̂1εt̂1 sin θ − 4(1 − ε) sin2 θ + 4εt̂1 sin θ cos θ + 4τ̂1t̂1 sin θ =

= ε2 cos2 θ + ε2t̂21 sin
2 θ + τ̂21 + 2εt̂1(2− ε) sin θ cos θ +

+ 2τ̂1t̂1(2− ε) sin θ + 2τ̂1ε cos θ − 4(1 − ε) sin2 θ.

По условию ε > 1, поэтому следуют неравества

−4(1− ε) sin2 θ > 0,

ε2t̂21 sin
2 θ > (ε− 2)2 t̂21 sin

2 θ.

Таким образом, получаем неравенство вида

D > ε2 cos2 θ + (ε− 2)2 t̂21 sin
2 θ + τ̂21 +

+ 2εt̂1(2− ε) sin θ cos θ + 2τ̂1t̂1(2− ε) sin θ +

+ 2τ̂1ε cos θ =
[

ε cos θ + (2− ε)t̂1 sin θ + τ̂1
]2

> 0.

Следовательно, у квадратного уравнения (Π.23) всегда имеется хотя бы
один вещественный корень τ̂1. Это приводит к выводу, что уравнение (Π.19)
разрешимо относительно τ̂2, t̂2 для произвольных ε > 1 и вещественных τ̂1, t̂1.
Однозначная зависимость τ̂i, t̂i от τi, ti в силу формул (Π.18) и (Π.8) означает,
что уравнение (Π.3) разрешимо благодаря разрешимости соответствующих
эквивалентных соотношений.

Разрешимость (Π.3) эквивалентна разрешимости (Π.2) и (Π.1).

Лемма 2 доказана.
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