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1. Введение, постановка задачи

Рассматривается эргодический аналог задачи оптимального стохастиче-
ского управления из [1]. Данная модель может быть интересна как пример
того, как самые простые методы стохастического анализа могут быть исполь-
зованы для формализации долговременной устойчивости финансовой компа-
нии в условиях риска и неопределенности. Опустим здесь детали обоснования
диффузионной аппроксимации, которые можно найти, в частности, в лите-
ратуре, приведенной в [1], и прямо перейдем к идеальной предельной модели
эволюции резерва или капитала компании, принятой в [1] и во многих других
работах2:

(1) dXt = (µ− a(Xt))dt+ dWt, X0 = x > 0, 0 6 a 6M, M > µ.

Здесь (Wt, t > 0) – стандартный винеровский процесс, постоянная µ > 0 име-
ет смысл (средней) страховой премии за единицу времени, функция a(Xt)
есть сумма, которую компания тратит, также в единицу времени, на расхо-
ды, зарплату и т.п., и как раз эту функцию следует определить. Функция a(·)

1 Исследование для первого автора осуществлено в рамках Программы фундаменталь-
ных исследований НИУ ВШЭ.

2 В отличие от модели в [1], подчеркнем отсутствие дисконтирования, как обычно в
эргодической постановке, см. далее формулировку цели оптимизации в (4).
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называется стратегией, или марковской стратегией, и должна быть выбрана
так, чтобы максимизировать некоторый функционал, см. ниже. Рассматри-
вается модель «идеальной» компании, которая никогда не разорится, даже
если ее капитал станет отрицательным в какой-то момент времени. Но лю-
бая «разумная» стратегия должна стараться избегать попадать в состояния
с отрицательным капиталом, и в то же время, обеспечивать некоторый поло-
жительный в среднем доход. Поэтому примем правило

(2) a(x)≡ 0, ∀x 6 0.

Это значит, что при отрицательном резерве никакие выплаты «себе» и даже
выдачу зарплат компания позволить не может3. Другое ограничение состоит
в том, что существует конечное значение M > µ такое, что

(3) 0 6 a(x) 6M, ∀x ∈ R.

Символы E
a или E

a(·) обозначают математическое ожидание при применении
стратегии a(·). Целью оптимизации является функционал 4

(4) lim inf
T→∞

1

T
E
a(·)
x

T∫

0

a(Xt) dt → sup
a(·)

=: r.

Дополнительно необходимо найти стратегию, на которой супремум дости-
гается или, возможно, почти достигается (т.е. достигается с точностью до
заданного малого ε > 0).

В задачах стохастического управления одним из стандартных инструмен-
тов является уравнение Беллмана, в данном случае в его эргодическом ва-
рианте, который отличается от уравнения на конечном интервале времени.
В данной постановке эргодическое уравнение Беллмана также можно выпи-
сать и попытаться решить (см. ниже раздел 3), хотя строгая обоснованность
такого метода пока остается под вопросом5. Поэтому в данной работе был
принят иной подход. Сперва на основе эвристических соображений предъ-
являются оптимальный «выигрыш» r и оптимальная стратегия, и даже не

3 Возможны другие, близкие по смыслу постановки. В данном случае рассматривается
лишь один из вариантов, кажущийся разумным и нередко используемый в приложениях,
см., например, [1]. Фактически, модель могла бы допускать и выплаты при некоторых от-
рицательных значениях резерва, что соответствовало бы выбору некоторого порога x0 6 0,
выше которого также разрешены выплаты. Анализ ниже допускает такую возможность, но
такое расширение модели привело бы, на взгляд авторов, к неоправданному увеличению
объема статьи.

4 Левая и правая части данной формулы могут зависеть от начальной точки x. Для
эргодических стратегий это обычно константы.

5 Это уравнение удается строго обосновать в некоторых других эргодических моделях,
см. [3, 4]. К рассматриваемой постановке указанные результаты не применимы. В [3] функ-
ция a(x) должна быть строго меньше еще не найденного значения r вблизи бесконечности,
что в настоящей работе не предполагается. В [4] процесс должен быть равномерно эргоди-
чен при любой допустимой стратегии; в данном случае это требование также нарушено.
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одна, а целое семейство. Затем строго доказывается, что все предъявленные
стратегии приводят к одной и той же величине r, и что больше получить
невозможно. В отдельном разделе показано, как найти решение эргодиче-
ского уравнения Беллмана и что это дает в плане отыскания оптимальных
стратегий. Результаты соответствуют полученным ранее, несмотря на то, что
данный подход здесь не является строгим.

В данной модели существуют и эргодические, и неэргодические стратегии.
Например, тривиальной неэргодической стратегией является a(x)≡ 0, ∀x∈R.
Несколько более разумным кажется использовать a(x) = (µ−ε) 1(x > x0) при
некотором x0 > 0. Поведение процесса при такой стратегии транзиентно, он
будет «уходить» на бесконечность, а средний доход за большое время окажет-
ся равен µ−ε. На неэргодических стратегиях, по крайней мере, не зависящих
явно от времени, достичь максимума функционала не удастся. Этот вопрос
в работе не обсуждается.

Одной из очевидных эргодических стратегий является правило (см. (3))

a(x) =M 1(x > x0), при произвольном x0 > 0.

Для такой стратегии существует (единственная) инвариантная вероятност-
ная мера процесса µa, а его маргинальные распределения µt сходятся к µa по
метрике полной вариации экспоненциально быстро (см., например, [2]). Мож-
но отметить, что приM = 2µ такая стратегия обеспечивает средний выигрыш
r = µ, в силу очевидной симметрии относительно x0, причем независимо от
выбора x0 > 0. Это будет следовать и из строгих рассуждений в следующих
разделах.

Другое интуитивное и нестрогое рассуждение говорит, что с постоянной
компонентой сноса µ (напомним, что µ > 0) вряд ли возможно обеспечить за
большое время больший в среднем доход, чем µ. Действительно, в против-
ном случае резерв с какого-то момента неизбежно стал бы отрицательным
и начал бы уходить на −∞. Но это противоречит ограничению (2) при от-
рицательных значениях x, так что такое поведение не является возможным.
Следовательно, естественна гипотеза, что при M > µ ответ должен быть
таким

(5) r = µ.

Это, действительно, справедливо и будет далее строго доказано, см. ниже
теорему 1. В части существования оптимальных стратегий имеется беско-
нечно много таких (эргодических) стратегий, и их можно описать, даже не
опираясь на эргодическое уравнение Беллмана, которое обычно появляется
в подобных задачах (см. [3, 4], и др.), хотя тут и нет никакого противоречия
с этим уравнением. Как оказывается, искомый максимум r достигается на
любой эргодической стратегии при условии выполнения неограничительного
технического условия (6) (см. ниже).

В разделе 2 предложено два разных доказательства основного результа-
та, оба без использования (эргодического) уравнения Беллмана. В разделе 3
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выписано это уравнение, оно решено и показано, что на его основе строится
то же самое семейство оптимальных стратегий.

Все технические доказательства могут быть найдены в Приложении, где,
в частности, обосновано условие непрерывности стационарной плотности для
специального класса эргодических стратегий, называемое обычно условием
склейки.

2. Основные результаты

Существуют различные определения эргодичности. В данной работе будет
принято следующее.

Опр е д е л е н и е 1. Стратегия a(·), так же, как и (марковский) про-

цесс X, ей соответствующий, называются эргодическими, если и только

если существует единственная инвариантная мера µa, не зависящая от на-

чального значения X0 = x, и для любой ограниченной, измеримой по Борелю

функции g и для любого начального значения x,

lim
T→∞

1

T

T∫

0

E
a
xg(Xt)dt =

∫

g(y)µa(dy).

Те ор ем а 1. «Функция» (константа) выигрыша r в рассматриваемой

модели равна

r = µ.

Она достигается, во всяком случае, на любой эргодической стратегии a(·),
удовлетворяющей условию

(6) lim
t→∞

E
aXt

t
= 0.

Стоит отметить, что для эргодических стратегий условие (6) обычно выпол-
няется, хотя формально в определение не входит; более того, обычно в та-
ком случае числитель E

aXt ограничен. Вопрос о том, существуют ли неэрго-
дические стратегии, на которых супремум (4) достигается, не обсуждается:
представляется, что такую возможность не следует исключать, хотя для ее
реализации класс стратегий, возможно, следует расширить, включив неко-
торые функции, зависящие от времени; такие стратегии в настоящей работе
не рассматриваются. Отметим, что так же обычно поступают и в задачах
неэргодического управления (см., например, [5]).

Показательны следующие примеры. Напомним, что во всех случаях
M > µ.

Прим ер 1. Выберем произвольное x0 > 0 и стратегию a(·) вида

a(x) =M 1(x > x0).

В условиях модели имеем экспоненциальную сходимость (см., например,
[2]), единственную инвариантную меру µa, причем последняя интегрирует
любую степенную функцию.
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a) Случай M= 2µ.

Предл ожени е 1. В данном примере r = µ. Одна из оптимальных

стратегий имеет вид

a(x) = 2µ 1(x > x0).

Доказательство см. в Приложении.

б) Случай M > 2µ.

Предл ожени е 2. В этом случае снова имеем r = µ. Одна из опти-

мальных стратегий имеет вид

a(x) = 2µ 1(x > x0).

Доказательство см. в Приложении.

в) Случай M = Cµ, C > 1.

Предл ожени е 3. В этом случае снова имеем r = µ. Одна из опти-

мальных стратегий имеет вид

a(x) =M 1(x > x0); x0 > 0 произвольно.

Доказательство см. в Приложении после доказательства Предложения 4,
которое удобно обосновать раньше.

Во всех случаях полезно следующее уравнение на стационарную плот-
ность; только случай M > 2µ может быть исследован без этого уравнения,
лишь на основе использования симметрии.

Предл ожени е 4. Пусть снос имеет вид

b(x) = µ− a(x), где a(x) = Cµ1(x > x0), C > 1.

Тогда стационарная плотность p(·) удовлетворяет уравнению стацио-

нарности

(7) L∗p(x) =
1

2
p′′(x)− (b(x)p(x))′ = 0, x 6= x0,

дополненному условием непрерывности в x0

(8) p(x0−) = p(x0+) =: p(x0).

Доказательство см. в Приложении.

Напомним, что ни для нахождения цены r, ни для построения оптималь-
ной стратегии эргодическое уравнение Беллмана выше не применялось, что
не означает, что его нельзя использовать в данной модели. В следующем раз-
деле будет продемонстрировано, как это сделать, хотя и без претензии на
полную строгость.
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3. Об эргодическом уравнении Беллмана

Эргодическое уравнение Беллмана

(9) sup
a∈[0,M ]

[

(µ− a)V ′(x) +
1

2
V ′′(x) + a− ρ

]

= 0

может быть использовано для построения оптимальной стратегии (см. [3,
4, 8]). Его решением является пара (V (·), ρ). Известен ряд близких моделей
(см. [3, 4, 8]), для которых решение уравнения (9) существует в классе пар,
где r является константой и где функция V растет не быстрее некоторо-
го полинома и имеет две соболевские производные, локально интегрируемые
в Lp при любом p > 1. Более того, компонента ρ определена единственным
образом и совпадает с «константой выигрыша r», тогда как вспомогательная
функция V единственна с точностью до произвольной аддитивной постоян-
ной. По этой причине представляется разумным исследовать уравнение (9) и
для данной постановки.

Заметим, что тут имеется решение

V (x) = x, ρ = µ,

что легко проверяется6: x′ ≡ 1 и µ− a+ a− µ = 0.

При использовании уравнения Беллмана отдельной задачей является про-
верка того, что в данном случае компонента ρ совпадает с «постоянной выиг-
рыша» r. Здесь это может быть сделано с помощью рассуждений, основанных
на формуле Ито (см. [3, 4]). Правда в данной ситуации это излишне, посколь-
ку в предыдущих разделах уже строго установлено, что r = µ; стало быть, и
ρ = µ = r.

Далее, если решение (V, ρ) найдено, то оптимальная стратегия может быть
построена в форме

(10) ā(x) ∈ Argsup
06a6M

[

(µ− a)V ′(x) +
1

2
V ′′(x) + f(a, x)− ρ

]

,

где в рассматриваемой модели f(a, x)≡ a, так что на самом деле

ā(x) ∈ Argsup
06a6M

[
a(1− V ′(x))

]
.

В частности, в [8] справедливость (9) и (10) показана для одномерных управ-
ляемых диффузий при условии «почти-монотонности» на функцию f . В на-
стоящей работе это условие не обсуждается, поскольку оно просто не выпол-
нено. В то же время, уравнения (9)–(10) могут быть использованы в виде

6 Здесь лишь устанавливается, что это решение без проверки единственности; последнее
можно вывести из общих свойств уравнения Пуассона «во всем пространстве».
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«обоснованной догадки», даже без строгого обоснования. Согласно (10), лю-
бая оптимальная стратегия должна иметь следующую структуру:

a∗(x) =







0, если V ′(x) > 1,

M, если V ′(x) < 1, x > 0,

любое a ∈ [0,M ], если V ′(x) = 1, x > 0.

В данном случае V ′(x)≡ 1. Следовательно, рецепт уравнения Беллмана под-
сказывает, что оптимальной будет любая стратегия ā(·) со значениями во
множестве [0,M ], если только функция ā(·) измерима по Борелю и является
эргодической, в частности, она должна удовлетворять условию (6), а также
ограничению (2). Повторим, что строгое обоснование ответа, полученного та-
ким путем, – как величины ρ, так и стратегий, претендующих на оптималь-
ность, – без предыдущего раздела осталось бы под вопросом. Этот раздел
был призван лишь показать, что в рассматриваемой модели метод эргоди-
ческого уравнения Беллмана также приводит к аналогичным результатам,
хоть и в отсутствие достаточной строгости. Тем не менее, это можно считать
полезным дополнением к предыдущему разделу.

4. Заключение

Данная работа теоретическая, с возможностью приложений к управлению
рисками. Постановка задачи относится к оптимизации управляемого диффу-
зионного процесса специального вида в стационарных режимах.

Во-первых, в данной постановке немного неожиданно оказалось, что
несложно найти оптимальную цену (средний выигрыш) r = µ, используя
весьма общие аргументы и при довольно общих предположениях. Интуитив-
но, это равенство следует из «устойчивости» системы, которая невозможна,
если это равенство нарушается.

Во-вторых, тут есть целый класс оптимальных эргодических марковских
стратегий простой структуры, а именно, в форме a(x) = cµ1(x > x0), или
a(x) = cµ1(x > x0), при любом x0 > 0, и даже при любом x0 ∈ R. При них
при всех имеет место потраекторно единственное сильное решение соответ-
ствующего СДУ. Разумеется, есть и множество более сложно устроенных оп-
тимальных эргодических стратегий. Их полное описание не входит в цели
данной работы Довольно любопытно, что такая их конструкция не требу-
ет обязательного обращения к уравнению Беллмана, «обычно» являющегося
одним из основных технических инструментов в стохастических оптимиза-
ционных задачах.

В-третьих, в данной проблеме эргодическое уравнение Беллмана допуска-
ет простое решение, на базе «обоснованной догадки». Решение этого уравне-
ния подтверждает и дополняет ранее сделанные выводы относительно опти-
мальных стратегий, хотя сам подход, основанный на этом уравнении в данном
случае не претендует на полную строгость.
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В-четвертых, как вспомогательное средство, тут оказалось возможным
строго обосновать «условия непрерывной склейки» для стационарной плот-
ности, соответствующей любой такой простой оптимальной стратегии. Этот
весьма важный технический прием часто встречается в подобных задачах и
не всегда допускает формальное обоснование; здесь это оказалось возможно.
Данное соображение может оказаться полезным и в других ситуациях.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Доказательство Предложения 1, случай M = 2µ

Выберем
a(x) = 2µ 1(x > x0).

Тогда снос СДУ имеет вид

µ− a(x) = µ 1(x 6 x0)− µ 1(x > x0).

Это симметричный случай, в котором «очевидно», что процесс проводит в
среднем половину времени на (−∞, x0], и половину времени на (x0,∞). Сле-
довательно, при такой стратегии средний доход будет равен

ra = 0 ∗ 1/2 + 2µ ∗ 1/2 = µ.

Тот факт, что r = µ, следует из Теоремы 1. Также отметим, что тут несложно
вычислить стационарную плотность с сингулярностью ее производной в x0:
она имеет вид

p(x) = p(x0)[exp(µ(x− x0)) 1(x 6 x0) + exp(−µ(x− x0)) 1(x > x0)],

где из условия нормировки можно найти, что p(x0) = µ/2.

Доказательство Предложения 2, случай M > 2µ

Тут, хоть выбор a(x) =M 1(x > x0) и выглядит более, чем естественным,
тем не менее, чтобы свести задачу к предыдущему примеру7, можно снова
выбрать

a(x) = 2µ 1(x > x0).

Тогда снос снова равен

µ− a(x) = µ 1(x 6 x0)− µ 1(x > x0),

и, значит, снова получаем

r = ra = 0 ∗ 1/2 + 2µ ∗ 1/2 = µ.

Доказательство Предложения 4

Здесь будут обоснованы уравнения стационарности (7)–(8), что вполне
естественно поместить перед доказательством случая M = cµ с c > 1
в примере.

7 Как известно, математики любят так делать.
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1. Начнем с уравнения (7). Рассмотрим произвольную гладкую (C∞
0 ) тест-

функцию ψ(x), удовлетворяющую условию ψ(x) ≡ 0 в некоторой окрестно-
сти x0. Запишем «тождество стационарности»:

(Π.1) Eµψ(Xt) =

∫

ψ(y)µ(dy), ∀ t > 0,

где µ – стационарная вероятностная мера. Напомним, что ее единственность
уже известна, в силу оценки скорости сходимости (cf. [2]). По формуле Ито
имеем,

Eµψ(Xt) = Eµψ(X0) + Eµ

t∫

0

Lψ(Xs)ds =

= Eµψ(X0) +

t∫

0

EµLψ(Xs)ds = Eµψ(X0) +

t∫

0

EµLψ(X0)ds.

В силу равенства (Π.1), заключаем, что

t∫

0

EµLψ(X0)ds≡ 0

и, значит,

EµLψ(X0) =

∫

Lψ(y)µ(dy) = 0.

Это можно записать в виде

〈Lψ, µ〉 = 〈ψ,L∗µ〉 = 0.

В свою очередь, это эквивалентно формальному тождеству

L∗µ(dy) = 0 на множестве (y : y 6= x0).

Следовательно, для стационарной плотности имеем уравнение

L∗p(y) = 0 на множестве (y : y 6= x0).

NB: Это уравнение не утверждается в x0, поскольку и снос b, и производная
плотности p′ имеют скачки в этой точке. Именно поэтому рассматриваются
тест-функции ψ, которые обращаются в нуль в некоторой окрестности x0;
таким образом, тождества L∗µ(dy) = 0 и L∗p(y) = 0 устанавливаются лишь
вне x0. Другими словами, имеются «хорошие», корректно определенные ОДУ
на плотность p на интервалах (−∞, x0) и на (x0,∞), см. (Π.6) и (Π.7) ниже8

в подразделе «Доказательство Предложения 3, случай M = cµ, c > 1». Их

8 В этих рассуждениях замкнутого круга нет.
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решения обладают классическими производными на R \ {x0} и заведомо об-
ладают правыми и левыми пределами в точке x0, обозначаемые как p(x0±).

Таким образом, уравнение (7) обосновано.

2. Далее, следующий шаг состоит в том, чтобы проверить уравнение (8).
Допустим, что (8) не выполнено, а, на самом деле,

p(x0−) 6= p(x0+).

Предположим, что p(x0−) > p(x0+). Противоположный случай p(x0−) <
< p(x0+) может быть рассмотрен аналогично. Используем так называемый
«гидродинамический подход» из теории массового обслуживания. Заметим,
что в стационарном режиме «вероятностная масса» в точке x за инфини-
тезимально малое время δ перераспределится приблизительно как гауссов-
ское распределение N (x, σ(x)2δ) с центром в x и малой дисперсией, пропор-
циональной δ (в данном случае σ(x) ≡ 1), независимо от конкретных значе-
ний сноса, во всяком случае, пока снос остается ограниченным (более точ-
но, это асимптотическое утверждение с малым возмущением порядка O(δ),
вызванным сносом; еще более точно, это будет ≈N (x+ b(x)δ, σ(x)2δ); при
этом типичный разброс вокруг x, вызванный винеровским процессом, будет
иметь порядок

√
δ≫ δ). Итак, ввиду асимптотической пренебрежимости воз-

действия сноса на эволюцию процесса на малых временах по сравнению с
действием диффузионной части, приблизительно половина этой массы рас-
пространится направо от этой точки, а половина – налево от нее. Оказыва-
ется, что, во всяком случае, благодаря существованию левого предела p(x)
в x0, та инфинитезимально малая часть общей вероятностной массы из по-
луоси x < x0, которая перейдет на полуось x > x0 за малое время δ, бу-

дет приближенно пропорциональна величине p(x0−)(
√
δ√
2π

+ o(
√
δ)). Ниже это

строго обосновано в лемме 1. Совершенно аналогично, инфинитезимально
малая часть общей вероятностной массы x > x0, которая перейдет на полу-
ось x < x0 за малое время δ, будет приближенно пропорциональна величине

p(x0+)(
√
δ√
2π

+ o(
√
δ)). Значит, для стационарного режима из этого будет сле-

довать, что

p(x0−) = p(x0+),

что и требовалось. Отметим, что для этого вывода никакая конкретная фор-
ма плотности p на x < x0 и на x > x0 не является существенной, лишь бы
только эта плотность была ограничена и имела правый и левый пределы
в x0. Сформулируем это в виде леммы. Без ограничения общности, можем и
будем считать, что x0 = 0.

Лемма 1. В условиях теоремы, «вероятностная масса», которая перей-

дет с левой полуоси x < 0 на правую полуось x > 0, имеет вид

(Π.2) S1 =
p(0−)√

2π

√
δ + o(δ),
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и «вероятностная масса», которая с правой полуоси x > 0 перейдет на ле-

вую полуось x < 0, имеет вид

(Π.3) S2 =
p(0+)√

2π

√
δ + o(δ)

при δ → 0.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. Собственно говоря, вероятностная масса,
которая перейдет с R− на R+ за время δ, задается точным выражением

S1 =

0∫

−∞

p(x)dxEx1(Xδ > 0) =

0∫

−∞

p(x)dxEx1

(

Wδ>−x−O(δ)
︷ ︸︸ ︷

x+Wδ +

δ∫

0

b(Xs)ds

︸ ︷︷ ︸

=O(δ)

> 0

)

.

Здесь O(δ), очевидно, является случайным; однако во всяком случае, эта ве-
личина удовлетворяет оценке

|O(δ)| 6 µ(1 ∨ (C − 1))δ.

Поэтому можно оценить S1 сверху, заменяя эту с.в. O(δ) на −(C − 1)µ и µ
соответственно. На самом деле, асимптотики при δ → 0 в обеих оценках
будут очень похожи. Поэтому покажем лишь одну выкладку, используя то
же обозначение O(δ), как если бы эта величина была неслучайной9. Итак, с
такими предосторожностями в уме, имеем

0∫

−∞

p(x)dxEx1(Wδ > −x−O(δ)) =

0∫

−∞

p(x)dx

∞∫

−x−O(δ)

1√
2πδ

e−
y2

2δ dy =

=

0∫

−∞

p(x)dx

∞∫

−x+O(δ)
√

δ

1√
2π
e−

z2

2 dz =

=

0∫

−∞

p(x)dx

∞∫

− x
√

δ

1√
2π
e−

z2

2 dz +

0∫

−∞

p(x)dx

− x
√

δ∫

−x+O(δ)
√

δ

1√
2π
e−

z2

2 dz =

=

∞∫

0

1√
2π
e−

z2

2 dz

0∫

−z
√
δ

p(x)dx±O(
√
δ)

0∫

−∞

p(x)
1√
2π
e−

(x+O(δ))2

2δ dx

︸ ︷︷ ︸

=o(1)

.

(Π.4)

9 Более строго, надо было бы предпринять два отдельных вычисления, одно с O(δ) =
= µδ, и другое с O(δ) = −(C − 1)µδ; одно дало бы оценку на S1 сверху, а другое – на то
же S1 снизу. Асимптотические значения для обеих оценок получились бы одинаковыми,
как показано в (Π.2).
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Здесь второй член есть o(
√
δ), в силу теоремы Лебега о мажорируемой схо-

димости. Для первого имеем

∞∫

0

1√
2π
e−

z2

2 dz






0∫

−z
√
δ

p(x)dx∓ z
√
δ p(0−)




 =

=
√
δ p(0−)

∞∫

0

z√
2π
e−

z2

2 dz

︸ ︷︷ ︸

=
√
δ p(0−)/

√
2π

+
√
δ

∞∫

0

z√
2π
e−

z2

2 dz






1

z
√
δ

0∫

−z
√
δ

p(x)dx− p(0−)




 .

В свою очередь тут подынтегральное выражение во втором слагаемом огра-
ничено интегрируемой функцией и сходится к нулю для всякого z > 0. Поэто-
му снова по теореме Лебега о мажорируемой сходимости все второе слагаемое
есть o(

√
δ).

Объединяя все найденные выше оценки, находим, что

S1 =
p(0−)√

2π

√
δ + o(

√
δ), δ ↓ 0,

что и требовалось. Асимптотическое равенство (Π.2) доказано.

Уравнение (Π.3) следует из подобной выкладки, начиная с интеграла

S2 =

∞∫

0

p(x)dxE

0∫

−∞

1√
2πδ

e−
(y−(x−O(δ)))2

2δ dy

с использованием аналога вычисления, приведшего к (Π.4). Остальное ана-
логично, и детали оставляем читателю. Лемма доказана.

Возвращаясь к доказательству уравнения (8), видим теперь, что пред-
положение p(x0−) > p(x0+) означало бы, что больше вероятностной массы
перешло бы слева направо, чем обратно. Однако в стационарном режиме
эти два «потока» должны быть сбалансированы, поэтому предположение
p(x0−) 6= p(x0+) ведет к противоречию. Следовательно, должно выполнять-
ся равенство (8). По существу, в доказательстве использовалось лишь, что
плотность p существует, имеет правый и левый пределы в x0, и что диффу-
зионный коэффициент есть ненулевая постоянная10.

Доказательство Предложения 3, случай M = cµ, c > 1

Оказывается, не обязательно выбирать снос симметричным. Положим

a(x) =M 1(x > x0).

10 Правдоподобно, что аналогичный результат справедлив также для невырожденного
коэффициента диффузии, непрерывного по Гельдеру.
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Найдем стационарную плотность p(·). Обозначим ее значение в x0 через p(x0).
Ради удобства читателя, напомним уравнение стационарности на обеих по-
луосях x > x0 и x < x0:

(Π.5) L∗p(x) =
1

2
p′′(x)− (b(x)p(x))′ = 0, x 6= x0,

где b(x) = −(C−1)µ при x > x0 и b(x) = µ при x < x0, дополненное условием
непрерывности в x0,

p(x0−) = p(x0+) =: p(x0),

установленным в Предложении 4, см. (8).

1) При x > x0 имеем

(Π.6) p′′ + γ1p
′ = 0, x > x0, γ1 = (C − 1)µ > 0.

Легко найти решение и также легко проверить, что решением является функ-
ция

p(x) = p(x0)e
−γ1(x−x0), x > x0.

2) При x < x0 имеем уравнение

(Π.7) p′′ − γ2p
′ = 0, x < x0, γ2 = µ > 0.

Аналогично случаю (Π.6), находим

p(x) = p(x0)e
γ2(x−x0), x < x0.

Из условия нормировки получаем

1 = p(x0)





∞∫

0

e−γ1xdx+

∞∫

0

e−γ2xdx



 = p(x0)

(
1

γ1
+

1

γ2

)

,

так что

p(x0) =
γ1γ2
γ1 + γ2

.

Следовательно, стационарные вероятности процессу быть слева и справа
от x0 = 0 равны, соответственно,

p+ =

∞∫

0

p0e
−γ1xdx =

p0
γ1

=
γ1γ2
γ1 + γ2

· 1

γ1
=

γ2
γ1 + γ2

=
µ

(C − 1)µ + µ
=

1

C

и

p− =
γ1

γ1 + γ2
=

(C − 1)µ

(C − 1)µ + µ
=
C − 1

C
.
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Значит, средний доход при такой стратегии равен

p− · 0 + p+ · Cµ = µ,

что и требовалось.

Отметим еще, что для стратегии a(x) = cµ 1(x > x0) при условии 1 < c 6
6 M/µ доход также равен µ. Действительно, это следует в точности из тех
же выкладок, с одной лишь заменой C на c.

Доказательство Теоремы 1

Первое доказательство. Для любой эргодической стратегии a(·) имеем
согласно уравнению (1),

E
a
xXT − x = E

a

T∫

0

(µ − a(Xs))ds.

Теперь разделим обе части этого равенства на t, и устремим t → ∞. В силу
условия (6) получаем существование предела

lim
T→∞

T−1
E
a

T∫

0

(µ− a(Xs))ds = 0.

Следовательно,

lim
T→∞

T−1
E
a

T∫

0

a(Xs)ds = µ.

Таким образом, получаем равенство (5)

r = µ.

Второе доказательство. Пусть a(·) – произвольная эргодическая страте-
гия. Известно [6, 7], что в этом случае существует единственная инвариантная
вероятностная мера µa, и справедлив закон больших чисел (ЗБЧ) в виде

(Π.8)

∫ T
0 a(Xs)ds

T
→ E

a,inva(X0), t→ ∞, P
a − п.н.,

где E
a,inva(X0)≡

∫
a(y)µa(dy) – интеграл по инвариантной мере, соответст-

вующей этой стратегии, и также

(Π.9)
E
a
∫ T
0 a(Xs)ds

T
→ E

a,inva(X0), T → ∞,
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согласно принятому определению эргодичности. Если предположить, что
E
a,inva(X0) < µ, то в силу (Π.8) процесс оказался бы транзиентным, уходя-

щим на +∞, поскольку в этом случае положительный доход µT , гаранти-
рованный постоянной мгновенной премией µ, за большое время T оказался
бы намного больше, чем «потери»

∫ T
0 a(Xs)ds. Случай E

a,inva(X0) > µ при
наложенных предположениях также невозможен. Действительно, в этом слу-
чае процесс должен был бы уходить на −∞ в силу того же ЗБЧ (Π.8), что
запрещено ограничением (2). Следовательно, эргодичность влечет за собой
равенство E

a,inva(X0) = µ. Также, в силу (Π.9) имеет место равенство (5). �

Зам е ч а ни е 1. Заметим, что с логической точки зрения одного доказа-
тельства достаточно11. Тем не менее, эти два метода показывают различные
подходы, которые могут оказаться полезны в более сложных ситуациях12.
Еще один, более стандартный метод показан в следующем разделе. Будучи
в данном случае не вполне строгим, он, тем не менее, демонстрирует, что
тут нет противоречия между разными подходами. Само уравнение (9) будет
решено с использованием некоторой догадки. При этом проверка решения
тривиальна, и описание всех эргодических (не зависящих явно от времени)
оптимальных стратегий будет повторено на его основе.

Решение эргодического уравнения Беллмана

Решим уравнение Беллмана (9), как было сказано, немного нестрого в том,
что компонента ρ = µ считается уже найденной. Не ограничивая общности,
будем считать, что x0 = 0, хотя любые другие значения x0 также возможны.

Итак, при x < 0 имеем уравнение

V ′′(x) + µV ′(x)− ρ = 0 т.е., V ′′(x) + µV ′(x) = ρ, x < 0.

Частное решение имеет вид Vp(x) =
ρ
µx, а общее решение ОДУ с нулевой

правой частью (V ′′ + µV ′ = 0) имеет вид Vg(x) = C1 + C2e
−µx. Значит, при

x < 0 получаем

V1(x) = Vp(x) + Vg(x) = C1 + C2e
−µx +

r

µ
x.

11 Известно почему А.Н. Колмогоров, будучи студентом, предпочел математику исто-
рии. Он написал историческое эссе с аргументацией относительно вопросов землевладения
в XV в., и его профессор, историк С.В. Бахрушин, сказал ему, что в истории одного доказа-
тельства не достаточно: надо, по крайней мере, пять. В то время Колмогоров параллельно
изучал математику, и он сказал самому себе, что в математике достаточно одного доказа-
тельства; поэтому он принял решение оставить историю и сконцентрироваться на матема-
тике. Спустя годы его историческое эссе было опубликовано учениками и высоко оценено
специалистами-историками: А. Н. Колмогоров, Новгородское землевладение XV века. М.:
Физматлит, 1994.

12 Здесь уместно напомнить кажущийся противоположным совет Леонарда Эйлера: если
есть несколько тропинок, возможно, ведущих к решению задачи, то желательно попробо-
вать их все.
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Аналогично, при x > 0 имеем уравнение

V ′′ + (µ −M)V ′ +M − ρ = 0.

Его решение, построенное таким же образом, имеет вид

V2(x) = C̃1 + C̃2e
(M−µ)x +

ρ−M

µ−M
x, x > 0.

Из условий гладкой склейки13

V1(0−) = V2(0+) и V ′
1(0−) = V ′

2(0+)

находим

V1(0−) = C1 + C2 = V2(0+) = C̃1 + C̃2

и

V ′
1(x) = −µC2e

−µx +
ρ

µ
, x < 0.

Далее

V ′
1(0−) = −µC2 +

ρ

µ
= 1

и поскольку здесь ρ = µ, то заключаем, что C2 = 0.

Аналогично

V ′
2(x) = C̃2e

(M−µ)x(M − µ) +
ρ−M

µ−M
,

откуда имеем

V ′
2(0+) = C̃2(M − µ) +

ρ−M

µ−M
= 1.

В силу равенства ρ−M
µ−M = 1, заключаем, что также C̃2 = 0. Таким образом,

C1 = C̃1 =: C. Значит,

V1(x) = C +
r

µ
x = C + x

и аналогично

V2(x) = C + x.

Окончательно находим, что

V (x) = C + x.

13 Эти условия не обсуждаются. Если с их помощью найдено классическое, или соболев-
ское решение уравнения Беллмана, к которому применима формула Ито после подстановки
диффузии в функцию V , то проверка того, что вторая компонента r – решение задачи (4),
является стандартной процедурой. По существу, именно это и было сделано в первом до-
казательстве теоремы 1.
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Тот факт, что здесь константа C не может быть определена, не удивителен,
поскольку в уравнении Беллмана присутствуют только первые две производ-
ные V , но не сама функция V . Следовательно, первая компонента решения
определена с точностью до аддитивной постоянной, как и было предсказано.

Подставляя эту вспомогательную функцию V в уравнение (10), можно уви-
деть, что предлагается выбирать произвольную (измеримую по Борелю)
функцию a(x) ∈ [0,M ]. Не будем забывать, что стратегия должна быть эрго-
дической, и что имеет место условие (2), так что, строго говоря, этот выбор
не совсем произволен. Эти заключения хорошо соответствуют ответу, най-
денному в разделе 3.

Чтобы завершить анализ данной модели, напомним, что с любой ограничен-
ной и измеримой по Борелю стратегией a(·) уравнение (1) имеет потраек-
торно единственное сильное решение благодарая результатам любой из ста-
тей14 [9–12].
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