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ПРИЛОЖЕНИЕ ЛЯПУНОВСКОГО СИНТЕЗА К РЕЛЕЙНОМУ
УПРАВЛЕНИЮ КЛАССОМ ВОЗМУЩЕННЫХ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

С НЕОПРЕДЕЛЕННЫМИ ПЕРИОДИЧЕСКИМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ1

Рассматривается задача стабилизации класса периодических линейных
систем с неопределенностями в матрицах состояния/управления и неза-
тухающими согласованными возмущениями. Предложен метод на основе
квадратичной функции Ляпунова, построенной для вспомогательной си-
стемы с неопределенностью в матрице состояния, существование которой
доказывается с помощью дифференциального уравнения Риккати с пе-
риодическими коэффициентами. Показано, что любая стабилизирующая
обратная связь на его основе определяет семейство линейных многооб-
разий (скольжения), где траектории системы асимптотически устойчи-
вы. Синтезируются разрывные регуляторы, обеспечивающие сходимость
решений к выбранному многообразию за конечное время в присутствии
неопределенности в матрице управления и внешних возмущениях. Эф-
фективность методики подтверждена численным моделированием.

Ключевые слова: скользящие режимы, разрывное управление, неопреде-
ленные системы, Ляпуновские методы, линейные системы с периодиче-
скими коэффициентами.
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1. Введение

В классическом подходе к построению вынужденного скользящего режи-
ма, предложенном В. И. Уткиным [1], первым шагом является выбор многооб-
разия пониженной размерности (поверхности скольжения), которое должно
обладать желаемыми динамическими свойствами. Это можно осуществить,
например, путем последовательного преобразования системы в регулярную
форму [2] и последующего задания собственных значений или же, альтерна-
тивно, используя формулу Аккерманна и т.д. После чего формируется раз-
рывный (релейный) закон управления, обеспечивающий достижение поверх-

1 Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского научного фонда
(проект №24-11-20009).
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ности скольжения за конечное время. Изначально, для доказательства ис-
пользовались негладкие функции Ляпунова, требующие анализа устойчиво-
сти на пересечениях поверхностей скольжения, позже были получены доста-
точные условия для систем с доминирующей диагональю [3]. Таким образом,
данный подход обеспечивает сходимость за конечное время к многообразию
с желаемым поведением, а кроме того, инвариантность по отношению к со-
гласованным возмущениям [4].

Группа Г. Лейтманна впоследствии развила метод [5], позже назван-
ный Ляпуновским синтезом. В данном подходе рассматривается система с
неопределенностью, для устойчивой номинальной части которой предполага-
ется известной (номинальная) функция Ляпунова. После чего строится уни-
тарное управление [6], с тем чтобы компенсировать согласованные возмуще-
ния, а также обеспечить применимость номинальной функции Ляпунова для
исследования устойчивости исходной неопределенной системы. Следует отме-
тить, что существование или возникновение скользящих режимов вследствие
добавления разрывного унитарного управления в рамках данного метода ав-
торами не рассматривалось.

1.1. Мотивационный пример управления с позиций Ляпуновского синтеза
и скользящих режимов

Рассмотрим автономную систему (x ∈ R
n, u ∈ R

m) аффинную по управле-
нию с неопределенностью в матрице управления и ограниченным возмуще-
нием δ(t, x), действующим в канале управления,

ẋ = f(x) +B(x) ((I+∆B(t))u+ δ(t, x)) ,(1)

где f(x), B(x) – известные гладкие непрерывные функции, а функция ∆B(t)
неизвестна, но ограничена. Пусть существует вспомогательный закон управ-
ления по обратной связи uaux , ϕ(x) такой, что при замыкании системы

ẋ = f(x) +B(x)uaux(2)

ее решения асимптотически устойчивы. Также предположим, что известна
непрерывная функция Ляпунова V (x), такая что для ее производной на ре-
шениях замкнутой системы (2) выполняется неравенство V̇ (x) 6 −α (‖x‖),
где α – K-функция.

Следуя процедуре Ляпуновского синтеза, обозначив (∂V (x)/∂x)⊤B(x)
как w⊤(x), вычислим производную функции Ляпунова V (x) на решениях
исходной возмущенной системы (1), замкнутой u = ϕ(x) + v:

V̇ 6 −α (‖x‖) + 2w⊤(x)
[
(I+∆B(t)) v + δ(t, x) + ∆B(t)ϕ(x)

]
.(3)

Тогда цель нового управления v, изначально реализованного в виде унитар-
ного регулятора [6]

v = −κunit(t, x)
w(x)

‖w(x)‖ ,
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где κunit(t, x) ∈ R++ (здесь и далее R++ (R+) обозначает множество положи-
тельных (неотрицательных) вещественных чисел), при его подстановке в (3)

V̇ 6 −α (‖x‖)− 2w⊤(x)

[
(I+∆B(t))κunit(t, x)

w(x)

‖w(x)‖ − δ(t, x) −∆B(t)ϕ(x)

]

состоит в том, чтобы обеспечить неотрицательность выражения в скоб-
ках, предполагая ограниченность ‖δ(t, x) +∆B(t)ϕ(x)‖ 6 ∆(t, x). Откуда бу-
дет следовать: V̇ 6 −α (‖x‖) < 0 – асимптотическая устойчивость замкнутой
системы (1).

При рассмотрении (3) заметим, что идейно альтернативный поход к обес-
печению неравенства V̇ (x) < 0 на решениях замкнутой системы предлагается
в теории скользящих режимов. Выбрав w(x) , B(x)⊤ (∂V (x)/∂x) в качестве
переменной скольжения, синтезируем разрывное управление, например век-
торное

u = κrel(t, x)Sign(w(x)),

где

κrel(t, x) = diag{κrel1 , . . . , κrelm}, Sign(w(x)) = [sign(w1(x)), . . . , sign(wm(x))]⊤,

такое что равенство w(t, x) = 0 будет выполняться для всех t > tw > 0. Со-
ответственно для ∀ t > tw будет справедливо неравенство V̇ 6 −α (‖x‖).

Таким образом, процедура Ляпуновского синтеза предоставляет естествен-
ный выбор переменной скольжения в виде w(x) = B(x)⊤ (∂V (x)/∂x). Более
того, любая функция Ляпунова для вспомогательной системы позволяет сге-
нерировать поверхность разрыва, которая гарантирует устойчивость возму-
щенной системы. В свою очередь, если задана переменная скольжения (по-
верхность скольжения), то в теории скользящих режимов предлагается мно-
жество регуляторов, в том числе непрерывные, Липшицевы и даже алгорит-
мы на высших порядков [7, 8]. Соответственно, независимо развиваемые под-
ходы – Ляпуновский синтез и скользящие режимы – могут существенным
образом обогатить друг друга.

С точки зрения данной парадигмы первым примером можно считать ра-
боту [9], где для линейной автономной системы с неопределенностями ав-
торами была предпринята попытка продемонстрировать возможность выбо-
ра множества линейных поверхностей скольжения на основе квадратичной
функции Ляпунова, используя алгебраическое уравнение Риккати. Более де-
тально данный подход был развит в [10], где для аналогичных целей приме-
нялся аппарат линейно-матричных неравенств (ЛМН), а также были получе-
ны необходимые и достаточные условия на существование такого множества
поверхностей скольжения. Значительно позже утверждение о том, что суще-
ствование стабилизирующей обратной связи на основе квадратичной функ-
ции Ляпунова эквивалентно существованию регулятора на скользящих режи-
мах (существованию многообразия скольжения), было сформулировано в [11],
а затем приложено к задаче синтеза отказоустойчивого управления в [8].
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Обобщение подхода к стабилизации систем с неопределенными коэффици-
ентами в присутствии согласованных возмущений с позиций теории скользя-
щих режимов [11] для систем с периодическими коэффициентами находится
на начальной стадии.

В частности, в [12] исследовалась робастная орбитальная стабилизация
в контексте управления неполноприводными системами с помощью метода
виртуальных сервосвязей [13]. В работе с использованием преобразования
Флоке–Ляпунова периодическая линеаризованная трансверсальная динами-
ка приводилась к автономной системе, после чего происходил синтез линей-
ной поверхности скольжения. Позднее в [14] для линейной системы с периоди-
ческими коэффициентами и скалярным управлением была предложена про-
цедура построения скользящего режима, служащего для компенсации огра-
ниченных согласованных возмущений, зависящих от времени.

Задача стабилизации систем с периодическими коэффициентами при на-
личии внешних возмущений рассматривалась теоретически в [15], а для
нестационарных систем в [16]. Подобная задача в случае неопределенностей
представляет интерес для ряда приложений, таких как стабилизация перио-
дических траекторий шагающих механизмов [17], сферических роботов [18],
маятниковых систем [13], манипуляторов [19, 20] и др.

2. Постановка задачи

В работе рассматривается возмущенная линейная система с неопределен-
ными [21] периодическими коэффициентами

ẋ =
[
A(t) +B(t)Γ(t)E(t)

]
x+B(t)

[
(I+∆B(t))u+ δ(t, x)

]
,(4)

где x ∈ R
n – вектор состояния, u ∈ R

m – вектор управляющих воздействий,
A(t) = A(t+ T ) ∈ R

n×n, B(t) = B(t+ T ) ∈ R
n×m – известные непрерывные

T -периодические матричные функции. Неопределенность в матрице состоя-
ния принадлежит образу B(t); E(t) = E(t+ T ) ∈ R

k×n есть известная непре-
рывная T -периодическая матричная функция; матричная функция Γ(t) ∈
∈ R

m×k неизвестна. Неопределенность в матрице управления определяется
неизвестным ∆B(t) ∈ R

m×m; δ(t, x) ∈ R
m – вектор возмущений, действующих

в канале управления (согласованных ) [4].

Допу щ ени е 1. Относительно неопределенностей и вектора возмущения
системы (4) предполагается выполненным следующее:

Д.1.1 Неопределенность в матрице состояний удовлетворяет оценке

Γ(t)⊤Γ(t) 6 I;

Д.1.2 Неопределенность в матрице управления удовлетворяет оценке2

‖∆B(t)‖∗ 6 ε̄ < 1;

2 Через ||W ||2 обозначена спектральная норма W , а через ||W ||∞ – максимальная сумма
абсолютных значений элементов строк W .
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Д.1.3 Возмущение δ(t, x) ограничено известной неотрицательной функци-
ей ρ(t, x) : R+ × R

n 7→ R+, так что

0 6 ‖δ(t, x)‖2 6 ρ(t, x).

Отметим, что допущение Д.1.1 не умаляет общности неопределенности в мат-
рице состояния, поскольку можно провести ее масштабирование за счет со-
ответствующего выбора матричных функций B(t) и E(t).

Зад а ч а 1. Синтезировать закон управления линейной системы с
периодическими коэффициентами при наличии ограниченных согласованных
возмущений и неопределенностей заданной структуры в матрицах состоя-
ния и управления (4), который гарантирует асимптотическую устойчи-
вость замкнутой системы.

В данной работе предлагается решение задачи 1 на основе Ляпуновско-
го синтеза, включающее три этапа. На первом этапе для вспомогательной
системы с неопределенностью в матрице состояния строятся квадратичные
функции Ляпунова на основе анализа дифференциального уравнения Рикка-
ти с периодическими коэффициентами. На втором этапе указанные функции
используются для построения семейства периодических многообразий сколь-
жения пониженной размерности, на которых замкнутая система асимптоти-
чески устойчива. На третьем этапе синтезируется разрывный регулятор (век-
торный и унитарный), обеспечивающий достижение выбранного многообра-
зия за конечное время при наличии неопределенностей в матрице управления
и ограниченных согласованных возмущений.

Ключевые особенности подхода заключаются в следующем: 1. Разделение
неопределенностей между этапами синтеза: неопределенности в матрице со-
стояния учитываются на этапе построения функции Ляпунова и поверхности
скольжения, тогда как неопределенности в матрице управления и согласован-
ные внешние возмущения компенсируются средствами скользящих режимов.
2. Синтез разрывного управления осуществляется без приведения системы к
регулярной форме [1, 2]. Переменная скольжения задается непосредственно в
исходных координатах, это сохраняет структуру системы (включая структу-
ру неопределенностей) и исключает необходимость введения дополнительных
нестационарных преобразований координат, что особенно важно для систем
с периодическими коэффициентами.

3. Стабилизация вспомогательной системы с неопределенностью
в матрице состояния

Сначала рассмотрим систему (4) без учета неопределенности в матрице
управления и возмущения

ẋ =
[
A(t) +B(t)Γ(t)E(t)

]
x+B(t)u.(5)

7



Опр е д е л е н и е 1 [22, 23]. Пара A(t), B(t) называется стабилизируемой
тогда и только тогда, когда существует T -периодическая m× n матрич-
ная функция K(t) = K(t+ T ), такая что система ẋ = (A(t) +B(t)K(t)) x
устойчива.

С учетом этого определения сформулируем следующее содержательное
утверждение.

Те ор ем а 1. Пусть выполнены следующие условия:

1) Пара A(t), B(t) стабилизируема на периоде [0, T ];

2) Неопределенная матричная функция Γ(t) удовлетворяет допуще-
нию Д.1.1.

Тогда система (5), замкнутая линейной обратной связью с периодиче-
скими коэффициентами

u = −R−1(t)B⊤(t)P (t)x,(6)

асимптотически устойчива. Здесь P (t) ∈ S
n
++

3 является непрерывным
T -периодическим положительно определенным решением периодического
дифференциального уравнения Риккати

(7) Ṗ (t) + P (t)A(t) +A⊤(t)P (t) − P (t)B(t)
(
R−1(t)− µ(t)I

)
B⊤(t)P (t) +

+
1

µ(t)
E⊤(t)E(t) +Q(t) = 0

для заданных непрерывных Q(t) = Q(t+ T ) ∈ S
n
++, R(t) = R(t+ T ) ∈ S

m
++

и 0 < µ(t) < λmin

(
R−1(t)

)
.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Рассмотрим кандидата на функцию
Ляпунова V (t, x(t)) = x(t)⊤ P (t)x(t). Производная V (t, x(t)) на решениях за-
мкнутой системы (5), (6) имеет вид

(8) V̇ (t, x) = x⊤
[
Ṗ (t) + P (t)A(t) +A⊤(t)P (t)

]
x−

− 2x⊤P (t)B(t)R−1(t)B⊤(t)P (t)x+

+ x⊤
[
(B(t)Γ(t)E(t))⊤P (t) + P (t)B(t)Γ(t)E(t)

]
x.

Воспользовавшись известным фактом [21], что для любых матриц X, Y соот-
ветствующих размерностей выполняется неравенство X⊤Y +Y ⊤X 6 µX⊤X+
+ 1

µY
⊤Y для любых µ > 0, заметим, что для части (8), содержащей неопре-

деленность, справедливо следующее неравенство:

x⊤
[
P (t)B(t)Γ(t)E(t) + Γ⊤(t)E⊤(t)B⊤(t)P (t)

]
x 6

6 x⊤
[
µ(t)P (t)B(t)B⊤(t)P (t) +

1

µ(t)
E⊤(t)Γ⊤(t)Γ(t)E(t)

]
x

3 Здесь и далее S
n
++ обозначает конус положительно определенных матриц размером

n× n.
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для некоторой гладкой скалярной функции µ(t) > 0. Принимая во внима-
ние Д.1.1: Γ⊤(t)Γ(t) 6 I, покажем, что выражение (8) ограничено сверху сле-
дующим образом:

(9) V̇ (t, x) 6 x⊤
[
Ṗ (t) + P (t)A(t) +A⊤(t)P (t)

]
x−

− x⊤P (t)B(t)
[
2R−1(t)− µ(t)I

]
B⊤(t)P (t)x+

1

µ(t)
x⊤E⊤(t)E(t)x.

Вычтя периодическое дифференциальное уравнение Риккати (7) из (9), по-
лучим

V̇ (t, x) 6 −x⊤ P (t)B(t)R−1(t)B⊤(t)P (t)x− x⊤Q(t)x 6 −x⊤Q(t)x < 0.

Из того факта, что P (t) и Q(t) непрерывны T -периодичны и положитель-
но определены, следует, что ∃ α > 0 : Q(t) > αP (t) ∀ t, это влечет оценку
V̇ (t, x(t)) 6 −αV (t, x(t)) на решениях замкнутой системы и, соответственно,
V (t, x(t)) 6 e−αtV (0, x(0)) → 0 при t → 0. В силу их непрерывности и пери-
одичности существует β > 0, такое что ‖x(t)‖2 6 βV (t, x(t)) для ∀ t, откуда
следует асимптотическая устойчивость замкнутой системы (5), (6). Теорема
доказана.

Зам е ч а ни е 1. Теорема 1 гарантирует (см. [23], теорема 6.3) существова-
ние периодического положительно определенного решения P (t) = P (t+ T ) ∈
∈ S

n
++ дифференциального уравнения Риккати (7) при 0 < µ(t) <

< λmin

(
R−1(t)

)
в случае согласованных неопределенностей B(t)Γ(t)E(t).

4. Стабилизация исходной возмущенной системы (4)

В соответствии с процедурой Ляпуновского синтеза, описанной в разде-
ле 1.1, введем новую переменную

w(t, x) , B(t)⊤ (∂V (t, x)/∂x) = B⊤(t)P (t)x , K(t)x,(10)

определяемую периодической функцией Ляпунова P (t) системы (5), которая
была получена с помощью стабилизирующего решения уравнения (7).

4.1. Ляпуновский синтез для системы (4)

Вторая часть подхода к стабилизации системы (4) на основе Ляпунов-
ского синтеза заключается в построении унитарного регулятора на основе
теоремы 1. В частности, выпишем производную функции Ляпунова из теоре-
мы 1 на решениях системы (4), замкнутую u(t, x) = v −R−1(t)K(t)x приK(t),
определяемым (10),

(11) V̇ = x⊤
(
Ṗ (t) + P (t)Acl(t) +A⊤

cl(t)P (t)
)
x+

+ 2x⊤P (t)B(t)
[
(I+∆B(t)) v −∆B(t)R−1(t)K(t)x+ δ(t, x)

]
,

где Acl(t) , A(t) +B(t)Γ(t)E(t)−B(t)R−1(t)K(t).
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У тв е ржд е ни е 1. Пусть выполнены условия теоремы 1, а также
неопределенность ∆B(t) и возмущение δ(t, x) удовлетворяют допущениям
Д.1.2 и Д.1.3 соответственно. Тогда регулятор вида

u = −R−1(t)K(t)x− κlr(t, x)
w(t, x)

||w(t, x)|| ,(12)

где w(t, x) определяется (10), а коэффициент κlr(t, x) > 0 выбран так что

κlr(t, x) >
ρ(t, x) + ε̄‖R−1(t)K(t)‖‖x‖

1− ε̄ ,(13)

обеспечивает асимптотическую устойчивость системы (4).

Доказательство утверждения 1 приведено в Приложении.

Отметим, несмотря на то, что утверждение 1 устанавливает асимптотиче-
скую устойчивость системы с верхней оценкой скорости сходимости (опреде-
ляемой теоремой 1) к тривиальному решению x = 0, фактическое поведение
решения x(t) при наличии возмущений остается неопределенным, поскольку
не гарантируется выполнение условия w(t, x) = 0.

В этой ситуации естественным образом привлекается теория скользящих
режимов, позволяющая обеспечить не только асимптотическую устойчивость
системы (4), но и точно предопределить динамику x(t) на заданном многооб-
разии скольжения начиная с некоторого момента времени tw > 0. Это дости-
гается благодаря свойству инвариантности (invariance conditions) скользящих
режимов по отношению к согласованным возмущениям [4].

4.2. Синтез скользящих режимов

Важно подчеркнуть, что в отличие от случая линейных поверхностей
скольжения для систем с постоянными коэффициентами в настоящей ра-
боте рассматривается система с периодическими коэффициентами. В этом
случае функция Ляпунова и соответствующий стабилизирующий линейный
закон управления (6) зависят от времени t явным образом. Введенная ра-
нее переменная (скольжения) (10) задает семейство линейных многообразий
скольжения W(t) , {x ∈ R

n : w(t, x) = 0}. В связи с этим возникает необхо-
димость предварительного исследования свойств данного семейства и усло-
вий, при которых возможно обеспечить достижение и поддержание скользя-
щего режима.

4.2.1. Исследование поведения решений замкнутой системы
на выбранном многообразии скольжения

Следующая теорема позволяет описать поведение решений системы (4)
на W(t).

Те ор ем а 2. Пусть выполняются условия теоремы 1, а также следую-
щие условия:

1) rankB(t) = m, ∀ ; t
10



2) Неопределенность в матрице управления ∆B(t) удовлетворяет допу-
щению Д.1.2;

3) Известен некоторый закон управления ψ(t, x), обеспечивающий
w(t, x) = 0 (10) для некоторого решения x(t) системы (4), замкнутой ψ(t, x),
за конечное время tw.

Тогда это решение x(t) асимптотически устойчиво.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Поведение переменной скольжения
w(t, x) (10) в силу решений (4) может быть описано следующим выражением:

ẇ(t, x) = K̇(t)x+K(t)ẋ =
[
K̇(t) +K(t)A∆(t)

]
x+

+K(t)B(t) [(I+∆B(t))u+ δ(t)] ,

где A∆(t) = A(t) +B(t)Γ(t)E(t). Условие теоремы предполагает существова-
ние закона управления ψ(t, x), обеспечивающего выполнение w(t, x) = 0; сле-
довательно, ẇ(t, x) = 0 для всех t > tw. Тогда управление для замкнутой си-
стемы при t > tw, также известное как эквивалентное управление [1], имеет
вид

ueq = − (I+∆B(t))−1
(
δ(t) + (K(t)B(t))−1

[
K(t)A∆(t) + K̇(t)

]
x
)
.(14)

Заметим, что (I+∆B(t))−1 существует в силу Д.1.2, а матрица K(t)B(t) =
= B⊤(t)P (t)B(t) не вырождается, поскольку B(t) полного ранга m в соответ-
ствии с условием теоремы, а P (t) ≻ 0 из условия теоремы 1.

Подставив эквивалентное управление (14) в исходную систему (4), полу-
чим, так называемое уравнение идеального скользящего режима

ẋ =
([

I−B(t) (K(t)B(t))−1K(t)
]
A∆(t)−B(t) (K(t)B(t))−1 K̇(t)

)
x.(15)

Выберем в качестве кандидата функцию Ляпунова, использованную в дока-
зательстве теоремы 1. Ее производная на решениях (15) имеет вид

V̇ (t, x) = x⊤P (t)
([

I−B(t) (K(t)B(t))−1K(t)
]
A∆(t)−

−B(t) (K(t)B(t))−1 K̇(t)
)
x+

+ x⊤
([

I−B(t) (K(t)B(t))−1K(t)
]
A∆(t)−

−B(t) (K(t)B(t))−1 K̇(t)
)⊤
P (t)x+ x⊤Ṗ (t)x.

Упростим получившееся выражение и сгруппируем его следующим образом:

(16) V̇ (t, x) = x⊤Ṗ (t)x+ x⊤P (t)A∆(t)x+ x⊤A⊤
∆(t)P (t)x−

− x⊤P (t)B(t) (K(t)B(t))−1

[
K(t)A∆(t) + K̇

]
x− x⊤

[
K(t)A∆(t) + K̇

]⊤
(K(t)B(t))−⊤B⊤(t)P (t)x.
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В силу эквивалентного управления выполняется условие w(t, x) = 0, т.е.
B⊤(t)P (t)x = 0. Упростим (16) как

V̇ (t, x) = x⊤Ṗ (t)x+ x⊤P (t)A∆(t)x+ x⊤A⊤
∆(t)P (t)x.(17)

Выполнение условия B⊤(t)P (t)x = 0 означает, что эквивалентное управ-
ление (14) приводит систему к номинальному виду (с неопределенностью
B(t)Γ(t)E(t)), т.е. выражение (17) совпадает с (8), которое приведено в дока-
зательстве теоремы 1. Применяя последовательно рассуждения, приведенные
в теореме 1, получим V (t, x(t)) 6 e−αtV (0, x(0)) и, следовательно, асимптоти-
ческую устойчивость рассматриваемого решения x(t).

4.2.2. Синтез разрывных регуляторов

В предыдущих разделах были сформулированы теоремы 1 и 2, позволяю-
щие естественным образом выбрать семейство многообразий скольжения, на
котором решения системы асимптотически устойчивы, в случае периодиче-
ских коэффициентов, а также учитывая неопределенность в матрице состоя-
ния. Финальным шагом является синтез разрывных регуляторов с целью
обеспечить сходимость выбранных переменных скольжения к нулю (условие
теоремы 2) при наличии неопределенностей в матрице управления и ограни-
ченных согласованных возмущений. Модифицировав допущение Д.1.2, поло-
жим выполненным следующее

Допу щ ени е 2. Неопределенность в матрице управления удовлетворяет
оценке

‖K(t)B(t)∆B(t) (K(t)B(t))−1 ‖∗ 6 ε < 1,

где K(t) определено в соответствии с (10).

Рассмотрим динамику выбранной переменной скольжения w(t, x) = K(t)x
на решениях исходной системы (4)

ẇ(t, x) =
[
K̇(t) +K(t) (A(t) +B(t)Γ(t)E(t))

]
x+

+K(t)B(t)
[
(I+∆B(t))u+ δ(t, x)

]
.

(18)

Те ор ем а 3. Пусть неопределенности и возмущения удовлетворяют до-
пущениям Д.1.1–Д.1.3, Д.2.

Тогда для системы (18) регулятор вида

u = − (K(t)B(t))−1

([
K(t)A(t) + K̇(t)

]
x+ κ(t, x)Sign(w(t, x))

)
,(19)

где Sign(w(t, x)) = [sign(w1(t, x)), . . . , sign(wm(t, x))]⊤, а матрица коэффици-
ентов κ(t, x) = diag{κ1, . . . , κm} > 0 выбрана таким образом, что выполня-
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ются поэлементные неравенства4

κi(t, x) > ε
m∑

j=1

κj(t, x) + ηi(t, x), i = 1,m,(20)

при ηi(t, x) = ‖Ki(t)B(t)‖ρ(t)+
(
‖Ki(t)B(t)‖‖E(t)‖+ ε‖K(t)A(t) + K̇(t)‖

)
‖x‖,

обеспечивает сходимость w(t, x) к нулю за конечное время tw 6
6 1

γ ‖w(0, x(0))‖ для некоторого γ > 0.

Доказательство теоремы 3 приведено в Приложении. Аналогичный результат
может быть получен для унитарного управления.

Те ор ем а 4. Пусть неопределенности и возмущения удовлетворяют до-
пущениям Д.1.1–Д.1.3.

Тогда для системы (18) регулятор вида

u = − (K(t)B(t))−1

([
K(t)A(t) + K̇(t)

]
x+ κ(t, x)

w(t, x)

||w(t, x)||

)
,(21)

где коэффициент κunit(t, x) > 0 выбран таким образом, что выполняется
неравенство

κunit(t, x) >
η(t, x)

1− ε(22)

при η(t, x) = ‖K(t)B(t)‖ρ(t) +
(
‖K(t)B(t)‖‖E(t)‖ + ε‖K(t)A(t) + K̇(t)‖

)
‖x‖,

обеспечивает сходимость w(t, x) к нулю за конечное время tw 6
6 1

β‖w(0, x(0))‖ для некоторого β > 0.

Доказательство теоремы 4 приведено в Приложении.

Сл ед с т в и е 1. Система (4), замкнутая (19), (20) (или (21), (22)), гло-
бально асимптотически устойчива.

Дока з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 1. Применяя теорему 2 к каждому ре-
шению x(t) замкнутой системы (4), (19), (20) (или (4), (21), (22)), получим
сформулированное следствие 1.

4.3. Сравнение Ляпуновского синтеза
и теории скользящих режимов

Построение поверхности разрыва для линейных систем с периодически-
ми коэффициентами в рамках теории скользящих режимов представляет
собой нетривиальную задачу. Конструктивный подход к ее решению дает
процедура Ляпуновского синтеза [5]. Применительно к рассматриваемому

4 При достаточно малом ε система неравенств (20) разрешима, в частности при ε < 1/m.
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классу систем она позволяет построить периодическую квадратичную функ-
цию Ляпунова V (t, x(t)) = x⊤(t)P (t)x(t) (теорема 1) для вспомогательной си-
стемы (5), задаваемую решением периодического дифференциального урав-
нения Риккати специального вида (7). Согласно теореме 2 решения систе-
мы x(t) асимптотически устойчивы на семействе линейных многообразий
W(t) = {x ∈ R

n : w(t, x) = 0}, где переменная скольжения w(t, x) определя-
ется как производная Ли функции V (t, x(t)) вдоль векторного поля B(t).
Тем самым множество W(t) параметризуется стабилизирующими решения-
ми уравнения (7), которые соответствуют различному выбору матриц Q(t)
и R(t) ≻ 0.

Кроме того, унитарный регулятор, использующийся в рамках данной мето-
дологии [6], испытывает разрыв только на w(t, x) = 0 и обеспечивает одновре-
менную сходимость всех компонент w(t, x) к нулю. Несмотря на установление
асимптотической устойчивости (утверждение 1) с верхней оценкой скорости
сходимости к x = 0, фактическое поведение решения x(t) при наличии возму-
щений остается неопределенным, поскольку выполнение условия w(t, x) = 0
не гарантируется.

В этих условиях применение теории скользящих режимов позволяет не
только обеспечить асимптотическую устойчивость системы (4), но и полно-
стью определить динамику x(t) на семействеW(t) для всех t > tw > 0 за счет
свойства инвариантности относительно согласованных возмущений [4].

При условии построения семействаW(t) теория скользящих режимов обес-
печивает: (i) существование регуляторов, гарантирующих достижение усло-
вия w(t, x) = 0 за конечное время: релейных (продемонстрировано в теоре-
ме 3), липшицевых, терминальных, на основе скользящих режимов высших
порядков; (ii) возможность определения эквивалентного управления, поддер-
живающего выполнение условия w(t, x) = 0 при t > tw, в отличие от Ляпу-
новского подхода.

Платой за полную определенность динамики на W(t) являются увеличен-
ные оценки коэффициентов усиления разрывных регуляторов κ(t, x) (теоре-
ма 3) и κunit(t, x) (теорема 4), что приводит к более выраженному эффекту
чаттеринга в канале управления u(t) по сравнению с регуляторами на основе
Ляпуновского синтеза (см. κlr(t, x) в утверждении 1).

5. Иллюстративный пример

Для демонстрации предложенного метода рассмотрим систему с неопре-
деленными периодическими коэффициентами вида

ẋ = (A+B(t)Γ(t)E(t)) x+B(t) ([1 + ∆B(t)]u+ δ(t, x)) ,(23)

где A = TA1T
−1, A1 =

(
I2 O2×2

O2×2 A2

)
, A2 =

(
−1 1
−1 −1

)
, T =

(
I2 O2×2

αI2 I2

)
,

B(t) =

(
B1(t) O2×1

O2×1 B1(t)

)
, B1(t) =

(
sin(t)
cos(t)

)
, E(t) = 0,1 (sin(t) + 2) 1⊤4 (здесь 14 –
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вектор-столбец размера 1× 4, заполненный единицами), а неопределенности
и возмущения, удовлетворяющие допущениям Д.1.1–Д.1.3, приняты следую-
щими:

Γ(t) =

(
0,19 + 0,05ζ1
−0,09 + 0,04ζ2

)
, ∆B(t) =

(
0,1ζ3 0,02ζ4
0,02ζ5 0,1ζ6

)
, δ(t) =

(
δ1(t)
δ2(t)

)
,

где δ1(t) = 0,2ζ7+0,4 sin(3πt)+0,3 sin(11πt)+5‖x‖; δ2(t) = 0,3ζ8+0,5 sin(5πt)+
+ 0,4 sin(7πt) + 6‖x‖, а ζi – независимые реализации равномерного шума
из [−1, 1] для i = 1, 8. Для согласованных возмущений δ(t, x) справедлива
грубая оценка ρ(x) > ‖δ(t, x)‖, где ρ(x) = 1,5 + 7,82‖x‖.

Зам е ч а ни е 2. Для рассматриваемой пары A(t), B(t) матрица управляе-
мости Калмана вырождена в каждой точке времени. Более того, обобщенная
матрица управляемости [24] Ok(t) =

(
N0(t)N1(t) · · · Nk−1(t)

)
, где Nj+1(t) =

= Ṅj(t)−A(t)Nj(t), N0(t) = B(t), k > n, имеет неполный ранг при всех t и
всех k > n. Это обстоятельство затрудняет применение стандартных про-
цедур синтеза, опирающихся на конструкции, требующие полной управляе-
мости системы. В частности, в работе [25], посвященной задаче наблюдения
для класса дифференциально наблюдаемых систем, используется увеличе-
ние размерности (k > n), при котором обеспечивается корректность выра-

жений вида
(
O⊤

k (t)Ok(t)
)−1O⊤

k (t). В рассматриваемом случае, ввиду непол-
ного ранга Ok(t) для всех k > n, такая конструкция неприменима. В то же
время система является стабилизируемой5 , несмотря на отсутствие полной
управляемости на периоде, и условия теоремы 1 выполняются, что позволяет
применять предложенный подход.

5.1. Построение стабилизирующего решения (7)

Процедура построения стабилизирующих решений матричного дифферен-
циального уравнения Риккати с периодическими коэффициентами остается
нетривиальной задачей. Классические подходы основаны на интегрировании
в обратном времени [26, 27], методе периодического генератора [28], итераци-
онном методе Ньютона–Клейнмана для дифференциальных уравнений Ляпу-
нова [29], а также на вычислении устойчивых подпространств матриц моно-
дромии гамильтоновых систем [30]. Однако указанные методы в той или иной
степени опираются на решение неустойчивых дифференциальных уравнений
и могут демонстрировать численную неустойчивость, особенно при больших
значениях периода T или быстро меняющихся коэффициентах, что было от-
мечено в [31].

5 Мультипликаторы Флоке λi матрицы монодромии Φ(T, 0), где Φ̇(t, 0) = (A(t)+
+B(t)K(t))Φ(t, 0), Φ(0, 0) = I4, были вычислены численно как λi ∈ {−0,2269 ± 0,0837i;
0,0019; 1,7615 · 10−4}. Поскольку |λi| < 1 для всех i = 1, 4, замкнутая система при управле-
нии u = K(t)x является экспоненциально устойчивой и, следовательно, стабилизируемой
(см. определение 1).
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В отличие от них в настоящей работе используется подход [32], основан-
ный на сведении задачи к конечномерной задаче полуопределенного програм-
мирования и не требующий численного интегрирования. Ниже приводится
краткое описание данного метода.

Рассмотрим дифференциальное уравнение Риккати с периодическими ко-
эффициентами:

R(P (t), t) := Ṗ (t) +A⊤(t)P (t) + P (t)A(t)−

− P (t)B(t)R−1(t)B⊤(t)P (t) +Q(t) = 0,
(24)

где A(t), B(t), Q(t), R(t) являются T -периодическими непрерывными матри-
цами, причем Q(t), R(t) ≻ 0, а пара A(t), B(t) стабилизируема.

Ключевую роль в построении решения играет следующее экстремальное
свойство [33]: стабилизирующее решение P+(t) является наибольшим реше-
нием неравенства Риккати R (P (t), t) � 0 на интервале t ∈ [0, T ], для любого
T -периодического решения данного неравенства P (t) при всех t выполнено
неравенство P (t) � P+(t).

Это свойство является ключевым, поскольку позволяет свести задачу ре-
шения уравнения Риккати к задаче максимизации функционала. Действи-
тельно, используя лемму Шура, неравенство R(P (t), t) � 0 можно переписать
в виде ЛМН

L(P (t), t) :=
(
Ṗ (t) +A⊤(t)P (t) + P (t)A(t) +Q(t) P (t)B(t)

B⊤(t)P (t) R(t)

)
� 0,

∀t ∈ [0, T ].

(25)

В силу приведенного выше экстремального свойства функция P+(t) мак-
симизирует функционал

F(P ) :=
T∫

0

tr (P (t)) dt,

рассматриваемый на множестве всех T -периодических симметрических мат-
ричных функций класса C1, удовлетворяющих ограничению (25).

Полученная задача является бесконечномерной задачей оптимизации. Для
ее численного решения введем аппроксимацию P (t) тригонометрическим по-
линомом степени M :

PM (t) =

M∑

k=−M

eikωtFk,(26)

где ω , 2π/T , матрица F0 ∈ R
n×n симметрична, Fk ∈ C

n×n, причем F−k = Fk.
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Далее заменим континуальное семейство ограничений (25) их конечномер-
ной дискретизацией в N равноотстоящих точках tj = (j−1)T/N , j = 1, . . . , N :

L(P (tj), tj) � 0, j = 1, . . . , N.

Для обеспечения компактности допустимого множества и корректности по-
становки задачи введем ограничения

−dIn � P (tj) � dIn, j = 1, . . . , N,

где d > ‖P+(t)‖C выбирается априори6. Отметим, что для аппроксима-
ции (26) справедливо равенство

T∫

0

tr (P (t)) dt = T · tr (F0),

позволяющее перейти к конечномерной задаче полуопределенного програм-
мирования:

max tr (F0) : L(P (tj), tj) � 0, −dIn � P (tj) � dIn, j = 1, . . . , N.(27)

Обозначим через P+
M,N (t) решение задачи (27). Такая задача является

стандартной в своем классе и может быть эффективно решена с использова-
нием современных решателей.

Те ор ем а 5 [ [32], теорема 3.1]. Пусть A(t), B(t), Q(t), R(t) – T -перио-
дические дважды непрерывно дифференцируемые матричные функции, Q(t),
R(t) ≻ 0, пара A(t), B(t) стабилизируема и d > ‖P+(t)‖C . Тогда

‖P+(t)− P+
M,N (t)‖C → 0 при M →∞ и

N

M3
→∞.

Отметим, что данная оценка отражает нетривиальную взаимосвязь меж-
ду параметрами аппроксимации: увеличение N при фиксированном M (или
наоборот) само по себе не гарантирует повышения точности, что подчерки-
вается в [32].

Предложенный подход принципиально отличается от классических мето-
дов тем, что полностью избегает численного интегрирования неустойчивых
дифференциальных уравнений, что делает его особенно эффективным при
больших значениях периода T и быстро меняющихся коэффициентах. Чис-
ленные эксперименты [32] показывают: (i) экспоненциальную сходимость по
параметру M , существенно превосходящую теоретические оценки; (ii) устой-
чивость метода к ослаблению условий на Q(t) – на практике он часто успешно
применяется и в случаях Q(t) � 0 или даже при знаконеопределенных Q(t).

6 Здесь и далее ‖H(t)‖C , maxt∈[0, T ] ‖H(t)‖ для T -периодической матрицы H(t).
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5.2. Робастная стабилизация системы (23)

При решении периодического дифференциального уравнения Риккати спе-
циального вида (7) (теоремой 1) методом, описанным в разделе 5.1, были
выбраны весовые матрицы Q = I4, R = 0,1I2 и параметр µ = 0,5. При этом,
переменная w(t, x) вычислялась в соответствии с (10) как w(t, x) = K(t)x, где
K(t) ∈ R

2×4.

Для того чтобы обеспечить равенство w(t, x) = 0 для всех t > tw, присту-
пим к синтезу регуляторов на скользящих режимах, описанных в теоремах 3
и 4. Можно увидеть, что для неопределенностей, на основе полученной ранее
матричной функции K(t), выполняются следующие грубые оценки, в част-
ности: ||∆B̄(t)||∞ < ε1 = 0,16 и ||∆B̄(t)||2 < ε2 = 0,14 (допущение 2), а также
справедливо ||K(t)A(t) + K̇(t)|| 6 2,0, ‖K(t)B(t)‖ 6 0,77 ||K1(t)B(t)|| 6 0,76,
||K2(t)B(t)|| 6 0,29.

Коэффициенты усиления для разрывного векторного (19) управления бы-
ли выбраны как κrel = diag{κ1, κ2}, где κ1 = (ε1/(1− ε1)(η2(x)+β2)+ η1(x)+
+β1)/(1−ε1−ε21/(1−ε1)), κ2 = (ε1κ1+η2(x)+β2)/(1−ε1), β1 = β2 = β = 0,01
(обозначения совпадают с приведенными в теореме 3 и его доказательстве).
Аналогично, коэффициент усиления для унитарного управления (теорема 4)
был выбран как κunit = (η + β)/(1 − ε2), при ||∆B̄(t)||2 < ε2 = 0,3 (допуще-
ние 2), ||K(t)A(t) + K̇(t)|| 6 12, ||K(t)B(t)|| 6 4,4, β = 1, а η(x) = 4,4ρ(x)+
+ 12ε2||x||.

Ниже на рис. 1–3 представлены результаты моделирования (метод Эй-

лера с шагом ∆t = 10−4 с, начальные условия x(0) =
(
2 −2 −3 1,5

)⊤
) си-

стемы (23), замкнутой релейным векторным (19), (20) и унитарным (21),
(22) регуляторами: графики переходных процессов фазовых координат, ве-
личин управляющих воздействий и соответствующих им переменных сколь-
жения w(t, x).
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Рис. 1. Переходные процессы в системе (23), замкнутой релейным вектор-
ным (19), (20) (слева) и унитарным (21), (22) (справа) регуляторами.
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Рис. 2. Управление в системе (23), замкнутой релейным векторным (19), (20)
(слева) и унитарным (21), (22) (справа) регуляторами.

Рис. 3. Переменные скольжения w(t, x) в системе (23), замкнутой релейным
векторным (19), (20) (слева) и унитарным (21), (22) (справа) регуляторами.

Как и следовало ожидать, компоненты w(t, x) в случае унитарного регу-
лятора сошлись к 0 одновременно. При этом амплитуда чаттеринга в канале
управления больше, чем для векторного управления.

6. Заключение

Рассмотрен класс периодических линейных систем со структурными
неопределенностями в матрицах состояния и управления при ограниченных
возмущениях в канале управления. Предложен метод стабилизации, основан-
ный на совместном использовании Ляпуновского синтеза и скользящих ре-
жимов. Установлено существование квадратичной периодической функции
Ляпунова и соответствующей стабилизирующей обратной связи для вспомо-
гательной системы с неопределенностью в матрице состояния на основе ана-
лиза дифференциального уравнения Риккати с периодическими коэффици-
ентами. Показано, что любая такая функция индуцирует семейство линейных
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многообразий скольжения, обеспечивающих асимптотическую устойчивость.
Синтезированы разрывные регуляторы: векторный и унитарный, обеспечи-
вающие конечное время сходимости траекторий к выбранному многообразию
при неопределенностях в матрице управления и согласованных возмущениях.
Основной особенностью метода является структурное разделение неопреде-
ленностей: неопределенности в матрице состояния учитываются при построе-
нии функции Ляпунова и поверхности скольжения, тогда как неопределенно-
сти в матрице управления и возмущения компенсируются скользящим режи-
мом. Метод не требует приведения системы к регулярной форме и применим
к системам с периодическими коэффициентами.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ния 1. Рассмотрим (11). Из дока-

зательства теоремы 1 следует, что x⊤
(
Ṗ (t) + P (t)Acl(t) +A⊤

cl(t)P (t)
)
x 6

6 −αV (t, x(t)). Приняв это во внимание и используя обозначение (10), пе-
резапишем (11) в следующем виде:

V̇ (t, x) 6 −αV (t, x) + 2w⊤
[
(I+∆B(t)) v(t, x)−∆B(t)R−1(t)K(t)x+ δ(t, x)

]
.

При подстановке унитарного регулятора v = −κlr(t, x) w(t,x)
||w(t,x)|| можно заме-

тить, что при κlr(t, x) >
(
ρ(t, x) + ε‖R−1(t)K(t)‖‖x‖

)
/ (1− ε) обеспечивает-

ся выполнение V̇ (t, x) 6 −αV (t, x) в силу оценок: ‖∆B(t)‖ 6 ε̄ (допуще-
ние Д.1.2) и ‖δ(t, x) −∆B(t)R−1(t)K(t)x‖ 6 ρ(t, x) + ε̄‖R−1(t)K(t)‖‖x‖ (допу-
щение Д.1.3). Утверждение доказано.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 3. При замыкании (18) законом управле-
ния (19) получим

(Π.1) ẇ(t, x) =
(
K(t) [A(t) +B(t)Γ(t)E(t)] + K̇(t)

)
x−

−K(t)B(t)

[
(I+∆B(t)) (K(t)B(t))−1 ×

×
([
K(t)A(t) + K̇(t)

]
x+ κ(t, x)Sign(w(t, x))

)
− δ(t, x)

]
.

Затем введя следующие обозначения ∆B̄(t) = K(t)B(t)∆B(t) (K(t)B(t))−1

и δ̄(t, x) = K(t)B(t)δ(t, x) +
(
K(t)B(t)Γ(t)E(t) −∆B̄(t)

[
K(t)A(t) + K̇(t)

])
x,

упростим выражение (Π.1)

ẇ(t, x) = −
(
∆B̄(t) + I

)
κ(t, x)Sign(w(t, x)) + δ̄(t, x).(Π.2)

Перейдем к оценке δ̄(t, x), рассмотрев по отдельности компоненты δ̄i(t, x) при
i = 1,m:

δ̄i(t, x) =Ki(t)B(t)δ(t, x)+
(
Ki(t)B(t)Γ(t)E(t)−∆B̄i(t)

(
K(t)A(t)+ K̇(t)

))
x,

20



где i-e строчки матриц K(t) и ∆B̄(t) обозначены как Ki(t) и ∆B̄i(t), соот-
ветственно. Воспользовавшись допущениями Д.1.1–Д.1.3, Д.2: Γ⊤(t)Γ(t) 6 I,
||∆B̄(t)||∞ = ε 6 1 и ||δ(t, x)|| 6 ρ(t, x), получим следующую цепочку нера-
венств:

|δ̄i(t, x)| 6 |Ki(t)B(t)δ(t, x)| +(Π.3)

+

∣∣∣∣
(
Ki(t)B(t)Γ(t)E(t)−∆B̄i(t)

(
K(t)A(t)+ K̇(t)

))
x

∣∣∣∣6 ‖Ki(t)B(t)‖‖δ(t, x)‖+

+
(
‖Ki(t)B(t)‖‖E(t)‖ + ‖∆B̄i(t)

(
K(t)A(t) + K̇(t)

)
‖
)
‖x‖ 6

6 ‖Ki(t)B(t)‖ρ(t, x) +
(
‖Ki(t)B(t)‖‖E(t)‖+ε‖K(t)A(t)+ K̇(t)‖

)
‖x‖, ηi(t, x).

Для анализа устойчивости решений (Π.2) покажем что функция Vw(t, x) =
= 1

2w
⊤(t, x)w(t, x) является функцией Ляпунова. Оценим производную этой

функции на решениях системы, используя (Π.2):

V̇w(t, x) = w⊤(t, x)
[
−
(
∆B̄(t) + I

)
κ(t, x)Sign(w(t, x)) + δ̄(t, x)

]
.(Π.4)

Перезапишем (Π.4) в виде сумм, обозначив i-e компоненты векторов κ(t, x)
как κi, а ij-й элемент матрицы ∆B̄ как ∆β̄ij и использовав оценку (Π.3),

V̇w(t, x) = −
n∑

i=1

κi|wi|+
n∑

i=1

wiδ̄i −
n∑

i,j=1

wi∆β̄ijκj sign(wj) 6

6 −
n∑

i=1

κi|wi|+
n∑

i=1

|wi|ηi + ε

n∑

i,j=1

|wi|κj 6 −
n∑

i=1

|wi|


κi − ηi − ε

n∑

j=1

κj


 .

Поскольку матрица коэффициентов κ(t, x) выбрана в соответствии с усло-
вием теоремы (20), то V̇w(t, x) строго отрицательна. С другой стороны, если
κi = ε

∑n
j=1 κj + ηi + βi для некоторых βi(t) > 0 при i = 1,m, то

V̇w 6 −γ‖w(t, x)‖1 6 −γ‖w(t, x)‖2 = −γ
√

2Vw(t, x),

где γ = min
t,i

(|βi(t)|), откуда следует сходимость w(t, x(t)) к нулю за конечное

время tw 6 1
γ ‖w(0, x(0))‖. Теорема доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 4. Повторяя рассуждения, приведенные
в доказательстве теоремы 3 в тех же обозначениях, но с управлением (21),
получим

ẇ(t, x) = −κunit(t, x)
(
∆B̄(t) + I

) w(t, x)

‖w(t, x)‖ + δ̄(t, x).(Π.5)
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Евклидова норма вектора δ̄(t, x) может быть оценена, с применением допу-
щений Д.1.1–Д.1.3 при ||∆B̄(t)||2 6 ε < 1 (Д.2) как

‖δ̄(t, x)‖ 6 ‖K(t)B(t)‖ρ(t, x) + ‖∆B̄(t)
(
K(t)A(t) + K̇(t)

)
x‖ 6(Π.6)

6 ‖K(t)B(t)‖ρ(t, x) +
+
(
‖K(t)B(t)‖‖E(t)‖ + ε‖K(t)A(t) + K̇(t)‖

)
‖x‖ = η(t, x).

Для анализа устойчивости решений (Π.5) покажем что функция Vw(t, x) =
= 1

2w
⊤(t, x)w(t, x) является функцией Ляпунова. Оценим производную этой

функции на решениях системы, используя (Π.6):

V̇w(t, x) = −w⊤(t, x)
[
κunit(t, x)

(
∆B̄(t) + I

) w(t, x)

‖w(t, x)‖ − δ̄(t, x)
]
6

6 −‖w(t, x)‖ [κunit(t, x) (1 − ε)− η(t, x)] .

Пусть κunit =
η(t,x)+β

1−ε (условие (22)) для некоторого β > 0, тогда V̇w 6

6 −β‖w(t, x)‖ = −β
√

2Vw(t, x), откуда следует сходимость w(t, x) к нулю за
конечное время tw 6 1

β‖w (0, x(0)) ‖.
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КОММУТАТИВНЫХ БИЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

С ДИСКРЕТНЫМ ВРЕМЕНЕМ

Для билинейных управляемых систем с дискретным временем и ком-
мутативными матрицами установлены новые свойства множеств управ-
ляемости для фиксированного числа шагов.
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1. Введение

Билинейные системы представляют собой самый простой класс нелиней-
ных систем. Основной интерес к таким системам заключается в том, что они
широко используются в реальных процессах [1–4]. Кроме того, они лучше
изучены, чем большинство других нелинейных систем.

В исследованиях билинейных систем управляемость является важной те-
мой. Эта проблема особенно актуальна для случая непрерывного времени.
Результатам управляемости билинейных систем с непрерывным временем
уделяется значительное внимание благодаря использованию мощных матема-
тических инструментов, таких как теория дифферециальных многообразий,
методы алгебры Ли и т.д. В литературе были получены разные математи-
ческие критерии управляемости билинейных систем с непрерывным време-
нем [1]. Однако даже сейчас для билинейных систем с дискретным временем
результаты по свойствам управляемости довольно скромные по сравнению с
их аналогами с непрерывным временем.

Для общих нелинейных систем, в частности билинейных систем с дис-
кретным временем, исчерпывающих необходимых и достаточных условий
управляемости к настоящему времени не имеется. Тем не менее для спе-
циального класса билинейных систем с перестановочными матрицами име-
ется возможность установить конструктивные необходимые и достаточные
условия управляемости [5–8]. А в [9] доказаны необходимые и достаточные
условия управляемости дискретных билинейных систем с коммутативными
матрицами.
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Следующим шагом является расширение свойств управляемости для та-
ких систем, и в первую очередь изучение свойств множеств управляемости
для конечного числа шагов. Оказывается, свойства таких систем являются
не очевидными и более сложными, чем казалось с первого взгляда. Напри-
мер, оказывается неверным свойство монотонности по включению множеств
управляемости (т.е. при увеличении числа шагов «размер» таких множеств
не обязан увеличиваться), не установлено свойство замкнутости множеств
управляемости для произвольного конечного числа шагов и т.п.

В статье обсуждаются новые свойства [10] множеств управляемости били-
нейных систем с дискретным временем и коммутативными матрицами.

2. Основная цель исследования

Рассматривается автономная билинейная система (A,B) с дискретным
временем и скалярным управлением без ограничений

x(k + 1) = (A+ ukB)x(k), k ∈ Z+ := {0, 1, . . .},(1)

где x(k) ∈ R
n – вектор состояний; uk ∈ R – управления в текущий шаг (мо-

мент времени); A,B ∈ R
n – соответствующие матрицы системы.

Билинейная система (A,B) называется управляемой, если для произволь-
ной пары граничных допустимых векторов x◦, x◦◦ ∈ R

n \ {0} имеется хотя
бы один конечный набор управлений {u0, . . . , uK−1} и число шагов K ∈ N :=
:= {1, 2, . . .} таких, что x(0) = x◦, x(K) = x◦◦. Для системы (A,B) вводится
множеств управляемости Y(x◦,K)⊂ R

n из начального состояния x◦ за K ша-
гов как множество

Y(x◦,K) := {y ∈ R
n : y = (A+ uK−1B) . . . (A+ u0B)x◦, u0, . . . , uK−1 ∈ R} =

=
⋃

u0,...,uK−1∈R

{y ∈ R
n : y = (A+ uK−1B) . . . (A+ u0B)x◦} .

В этом случае билинейная система (A,B) является управляемой тогда и толь-
ко тогда, когда для каждого допустимого x◦ 6= 0 верно равенство

Y(x◦) = R
n \ {0}, Y(x◦) :=

⋃

K∈N

Y(x◦,K).

Множества управляемости Y(x◦,K) могут быть построены с помощью (1)
рекуррентно:

Y(x◦,K + 1) =
⋃

uK∈R

(A+ ukB)Y(x◦,K),

Y(x◦, 0) = {x◦}.

В настоящее время полного описания необходимых и достаточных условий
управляемости для произвольных билинейных систем нет. Имеются разроз-
ненные, в общем случае не связанные частичные необходимые и достаточные
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условия для фрагментарных билинейных систем. Это не позволяет подробно
изучить их свойства.

Тем не менее имеется специальный класс билинейных систем, для которых
полные необходимые и достаточные условия управляемости установлены и
доказаны [9] – это билинейные системы с коммутативными (перестановочны-
ми матрицами), т.е.

[A,B] = 0, [A,B] := AB −BA.

В [5–9] доказано, что если билинейная система (A,B) с коммутативными мат-
рицами A,B ∈ R

n×n является управляемой, то n 6 2. Следовательно, управ-
ляемых систем с перестановочными матрицами при n > 2 не существует, а та-
кие управляемые системы достаточно изучать при n = 1 и n = 2. Тем не ме-
нее билинейные системы с перестановочными матрицами, которые не явля-
ются управляемыми, существуют при любом натуральном n. Управляемые
системы (A,B) с коммутативными матрицами при n = 1 не представляют ин-
тереса и сложности в силу их простоты и несложных свойств. Однако для
управляемых билинейных систем с перестановочными матрицами при n = 2
множества управляемости для произвольного числа шагов обладают неоче-
видными свойствами.

Для удобства будет использовано линейное невырожденное преобразова-
ние вектора состояния системы (A,B). Пусть P ∈ R

n×n, detP 6= 0, тогда по-
ложим

x(k) := P−1x(k), A = P−1AP, B = P−1AP.

В этом случае верны представления

x(k + 1) =
(
A+ ukB

)
x(k),

Y(x◦,K) :=
{
y ∈ R

n : y =
(
A+ uK−1B

)
. . .
(
A+ u0B

)
x◦, u0, . . . , uK−1 ∈ R

}
,

x◦ := P−1x◦,

Y(x◦,K) = P−1Y(x◦,K).

Система (A,B) управляема тогда и только тогда, когда управляема система(
A,B

)
.

Для некоторой невырожденной матрицы P билинейная управляемая си-
стема

(
A,B

)
с коммутативными матрицами может быть полностью охарак-

теризована необходимыми и достаточными условиями [5, 6, 9]:

A = rR(ϕ1), B = R(ϕ2),(2)

0 < r2 sin2 θ < 1, θ := ϕ1 − ϕ2,(3)

где

R(ϕ) =

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)
∈ SO(2).
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В современной интерпретации эти условия могут быть эквивалентно запи-
саны так: билинейная система (A,B) с коммутативными матрицами управ-
ляема тогда и только тогда, когда

1) матрицы подобны матрицам SO(2) с помощью одной невырожденной
матрицы;

2) 0 < 1
2
ρ(A)
ρ(B) det

(
ATB −BTA

)
< 1, где ρ(A) – спектральный радиус мат-

рицы A.

Билинейные системы с перестановочными матрицами, которые не явля-
ются управляемыми, согласно критерию [9] не обладают хотя бы одним свой-
ством (2) или (3). Например, если

A =

(
0 1
−1 0

)
, B =

(
1 0
0 1

)
≡ I, r = 1, A,B ∈ SO(2)

или

A =

(
1 1
0 1

)
, B =

(
1 2
0 1

)
, A,B 6∈ SO(2),

то соответствующие билинейные системы
(
A,B

)
не являются управляемыми,

хотя соответствующие матрицы коммутативны.

Целью настоящей статьи является характеризация специальных свойств
множеств управляемости билинейных систем с перестановочными матрица-
ми с дискретным временем для фиксированного числа шагов. Билинейные
системы представляют собой семейство простейших нелинейных систем. Как
оказывается, различие таких систем от известных линейных систем состоит
в конструкции топологии соответствующих множеств управляемости. Дей-
ствительно, множества управляемости для линейных систем с управлениями
без ограничений представляют собой аффинные (в частности, линейные) под-
пространства. Множества управляемости билинейных систем представляют
собой линейчатые поверхности, которые в общем случае не являются аффин-
ными множествами, и более того, невыпуклыми множествами.

Везде далее в силу критерия управляемости считается, что n = 2 и били-
нейные системы с коммутативными матрицами управляемы.

3. Основной результат 1

В рассуждениях используется понятие проективного пространства. Как
известно [11–13], 2-мерное проективное пространство RP

2 есть множество,
точками которого являются вещественные прямые в 3-мерном вещественном
линейном пространстве R

3, проходящие через начало координат.

Введем требуемые обозначения. Пусть la,b ∈ RP
2 – прямая

la,b =
{
x ∈ R

2 : x = a+ tb, t ∈ R
}
,

описываемая параметрическим уравнением с помощью векторов a, b ∈ R
2.

(Здесь, в частности, при b = 0 прямая la,0 может соответствовать точке
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a ∈ R
2). Вектор la,b(t) = a+ tb ∈ R

2 отвечает точке прямой la,b при пара-
метре t. Таким образом,

la,b =
⋃

t∈R

{la,b(t)} ≡
⋃

t

la,b(t),

RP
2 :=

⋃

a,b∈R2

la,b.

Далее для удобства используется обозначение
⋃

t

(·) :=
⋃

t∈R

(·).

Для матриц A,B ∈ R
n×n вводится [14] понятие пучка матриц hA,B : R →

→ R
2×2:

hA,B(t) = A+ tB, t ∈ R,

hA,B =
⋃

t

hA,B(t).

Здесь пучок hA,B удобно интерпретировать как прямую в R
2×2, т.е. hA,B ∈

∈ RP
2×2. Введем естественное определение умножения множеств:

hA,B(t)X :=
⋃

x∈X

hA,B(t)x, X ∈ R
2,

hA,BX :=
⋃

t

hA,B(t)X =
⋃

t

⋃

x∈X

hA,B(t)x =
⋃

x∈X

hA,Bx.

Те ор ем а 1. Справедливы утверждения:

1) Y(x◦, 1) ∈ RP
2;

2) Y(x◦,K + 1) = hA,BY(x◦,K) при K > 1;
3) Y(x◦,K)⊂RP

2 при K > 2 и, следовательно, множество управляемости
Y(x◦,K) является линейчатой поверхностью в R

2;
4) dimY(x◦, 1) = 1;
5) dimLinY(x◦,K) = 2 при K > 2.

Здесь Y(x◦,K) рассматривается как подмножество евклидовой плоскости
в R

2.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. 1. При K = 1 получаем по определению
множества управляемости

Y(x◦, 1) =
⋃

u0

((A+ u0B)x◦) =
⋃

u0

(hA,B(u0)x
◦) =

=

(
⋃

u0

hA,B(u0)

)
x◦ = hA,Bx

◦ ∈ RP
2,

так как

Y(x◦, 1) = hA,Bx
◦ =

⋃

τ

((A+ τB)x◦ =
⋃

τ

(Ax◦ + τBx◦) = lAx◦,Bx◦ ∈ RP
2.
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2. Рассуждения проведем по индукции. ДляK = 1 из утверждения 1 имеем

Y(x◦, 1) ∈ RP
2.

Предположим, что для K > 2 верно включение

Y(x◦,K) ∈ RP
2.

Тогда по определению произведения множеств управляемости получаем

Y(x◦,K + 1) =
⋃

u0,...,uK

{
y ∈ R

2 : y = (A+ uKB) . . . (A+ u0B)x◦
}
=

=

(
⋃

uK

(A+ uKB)

)


⋃

u0,...,uK−1

{
y ∈ R

2 : y = (A+ uK−1B) . . . (A+ u0B)x◦
}

=

=

(
⋃

uK

(A+ uKB)

)
Y(x◦,K) = hA,BY(x◦,K).

Теперь утверждение 2 следует из принципа математической индукции.

3. Данное утверждение теперь следует из п. 2 и леммы 1.

4. В силу п. 1 множество Y(x◦, 1) есть прямая в R
2 и поэтому оно явля-

ется аффинным множеством [15, §1]. Размерность dimY(x◦, 1) непустого аф-
финного множества Y(x◦, 1) считается равной размерности подпространства,
параллельного ему.

5. Выбираем и фиксируем y ∈ R
2 \ {0} из условия

y ∈ Y(x◦,K − 1) при K > 1,

y = x◦ при K = 1.

Тогда
⋃

uK−1

(A+ uK−1B)y ⊂ Y(x◦,K),

⋃

uK−1

(A+ uK−1B)y = lAy,By,

и поэтому
lAy,By ⊂ Y(x◦,K).

Из п. 2, следовательно, получаем

hA,BlAy,By ⊂ Y(x◦,K + 1).

Выбираем произвольно различные вещественные числа t1 6= t2. Поэтому

hA,BlAy,By(ti) ∈ RP
2, i = 1, 2,
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и тогда

hA,BlAy,By(ti) =
⋃

τ

(A(Ay + tiBy) + τB(Ay + tiBy)) =

= lA(Ay+tiBy),B(Ay+tiBy) ∈ RP
2.

Вычислим определитель, связанный с векторами B(Ay + tiBy) ∈ R
2:

det (B(Ay + t1By)|B(Ay + t2By)) = detB det (Ay + t1By|Ay + t2By) =

= det
(
PBP−1

)
det (Ay + t1By|Ay + t2By) =

= det
(
B
)
det (Ay + t1By|Ay + t2By) =

= det (Ay + t1By|Ay + t2By) = (t2 − t1) det(Ay|By) =
= (t2 − t1) det

(
PAP−1y|PBP−1y

)
=

= (t2 − t1) detP det
(
A
(
P−1y

)
|B
(
P−1y

))
=

= (t2 − t1) detP detB det
(
B

−1
A
(
P−1y

)
|
(
P−1y

))
=

= (t2 − t1) detP det
(
rR(θ)

(
P−1y

)
|
(
P−1y

))
.

В силу необходимых и достаточных условий (3) заключаем:

R(θ) 6= I

и поэтому
(t2 − t1) detP det

(
rR(θ)

(
P−1y

)
|
(
P−1y

))
6= 0.

Это в свою очередь означает, что

det (B(Ay + t1By)|B(Ay + t2By)) 6= 0.

Поэтому прямые lA(Ay+tiBy),B(Ay+tiBy) при i = 1, 2 не являются параллельны-
ми в R

2. Это означает, что

dimLin
{
lA(Ay+t1By),B(Ay+t1By), lA(Ay+t2By),B(Ay+t2By)

}
= 2

и тем более
dimLinY(x◦,K) = 2

при K > 2.

Теорема 1 доказана.

Сл ед с т в и е 1. Для каждого K > 1 множества управляемости Y(x◦,K)
являются неограниченными множествами.

Сл ед с т в и е 2. Множества управляемости при K > 1 могут быть
представлены как объединения прямых из R

2, т.е.

Y(x◦,K) =
⋃

α(K)∈Â⊂R

la(α(K)),b(α(K)), la(α(K)),b(α(K)) ∈ RP
2,

где a(α(K)), b(α(K)) ∈ R
2, b(α(K)) 6= 0 и множество индексов Â не обязано

быть счетным.
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4. Основной результат 2

Утверждение теоремы 1 означает, что множество управляемости для фик-
сированного числа шагов как геометрический объект определяется множе-
ствами из проективного пространства и может быть построено как некоторое
объединение прямых из R

2. Следующий факт связан с тем наблюдением, что
для такого объединения прямых выполняются некоторые специальные свой-
ства, которые будут установлены далее.

Те ор ем а 2. Пусть билинейная система (A,B) с коммутативными
матрицами является управляемой. Тогда справедливы утверждения:

1) множество управляемости Y(x◦,K) при K > 2 представимо в виде объ-
единения семейства замкнутых полуплоскостей из R

2, поэтому множество
R
2 \ Y(x◦,K) является пересечением семейства открытых полуплоскостей;
2) множество R

2 \ Y(x◦,K) в R
2 – выпуклое множество, и, наоборот,

Y(x◦,K) в R
2 – невыпуклое множество.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. 1. При b 6= 0 справедливо равенство

⋃

ε>1

εhA,Bla,b = hA,Bla,b.(4)

Действительно, при ε > 1 получаем очевидное включение

hA,Bla,b ≡ 1 · hA,Bla,b ⊂
⋃

ε>1

εhA,Bla,b.

Обратно. Выбираем произвольный вектор

x ∈
⋃

ε>1

εhA,Bla,b.

Это означает, что найдутся вещественные τ1, t1 и ε > 1 такие, что

x = εhA,B(τ1)la,b(t1).

В силу леммы 2 всегда найдутся вещественные числа τ2, t2 такие, что

εhA,B(τ1)la,b(t1) = hA,B(τ2)la,b(t2)

и поэтому
x ∈ hA,Bla,b.

Следовательно, получаем обратное включение

⋃

ε>1

εhA,Bla,b ⊂ hA,Bla,b

и требуемое равенство (4) получено.
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Для произвольного множества X ⊂ RP
2 введем его полное описание:

X =
⋃

α∈A⊂R

la(α),b(α),(5)

где a(α), b(α) ∈ R
2, b(α) 6= 0. Тогда получаем соответствующее равенство

⋃

ε>1

εhA,BX = hA,BX ,(6)

поскольку

⋃

ε>1

εhA,BX =
⋃

ε>1

(
εhA,B

(
⋃

α∈A⊂R

la(α),b(α)

))
=
⋃

α∈A

⋃

ε>1

εhA,Bla(α),b(α) =

=
⋃

α∈A

hA,Bla(α),b(α) = hA,B

⋃

α∈A

la(α),b(α) = hA,BX .

Покажем, что множество hA,BX есть объединение замкнутых полуплоско-
стей в R

2.

Действительно, выполним последовательные преобразования

⋃

ε>1

εhA,BX =
⋃

ε>1

(
εhA,B

(
⋃

α∈A⊂R

la(α),b(α)

))
=
⋃

α∈A

⋃

ε>1

εhA,Bla(α),b(α) =(7)

=
⋃

α∈A

⋃

ε>1

εhA,B

⋃

t

la(α),b(α)(t) =
⋃

α∈A

⋃

t

⋃

ε>1

εhA,Bla(α),b(α)(t).

Теперь по определению получаем

hA,Bla(α),b(α)(t) =
⋃

τ

hA,B(τ)la(α),b(α)(t) =
⋃

τ

(A+ τB)(a(α) + tb(α)) =

=
⋃

τ

(A(a(α) + tb(α)) + τB(a(α) + tb(α))) =

=
⋃

τ

lA(a(α)+tb(α)),B(a(α)+tb(α))(τ) = lA(a(α)+tb(α)),B(a(α)+tb(α)) ∈ RP
2.

К этому моменту использовалось определение параметрического уравне-
ния для прямой. Теперь обратимся к соответствующему эквивалентному об-
щему уравнению прямой на плоскости [17].

Выберем вектор c(t, α) ∈ R
2 \ {0} так, чтобы выполнялось равенство

cT(t, α)B(a(α) + tB(α)) = 0.

Такой вектор всегда существует, и он может быть не единственен. Поэтому
такой ненулевой вектор c(t, α) выбираем из дополнительного условия

cT(t, α)A(a(α) + tb(α)) > 0.
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Положим

λ(t, α) := cT(t, α)A(a(α) + tb(α)) > 0.

Определим множество

H=
c(t,α),λ(t,α) =

{
x ∈ R

2 : cT(t, α)x = λ(t, α)
}
,

которое определяет некоторое общее уравнение первоначальной прямой
lA(a(α)+tb(α)),B(a(α)+tb(α)) . Таким образом, верно равенство

lA(a(α)+tb(α)),B(a(α)+tb(α)) = H=
c(t,α),λ(t,α).

Определим множество

H>
c(t,α),λ(t,α) =

{
x ∈ R

2 : cT(t, α)x > λ(t, α)
}
,

которое соответствует некоторой замкнутой поверхности в R
2. В этом случае

получаем следующие преобразования:

⋃

ε>1

εH=
c(t,α),λ(t,α) =

⋃

ε>1

ε
{
x ∈ R

2 : cT(t, α)x = λ(t, α)
}
=

=
⋃

ε>1

{
x ∈ R

2 : cT(t, α)x = ελ(t, α)
}
=

=
{
x ∈ R

2 : cT(t, α) > λ(t, α)
}
= H>

c(t,α),λ(t,α).

Следовательно, из (7)

⋃

ε>1

εhA,BX =
⋃

α∈A

⋃

t

⋃

ε>1

εhA,Bla(α),b(α)(t) =

=
⋃

α∈A

⋃

t

⋃

ε>1

εlA(a(α)+tb(α)),B(a(α)+tb(α)) =

=
⋃

α∈A

⋃

t

⋃

ε>1

εH=
c(t,α),λ(t,α) =

⋃

α∈A

⋃

t

⋃

ε>1

H>
c(t,α),λ(t,α).

И, наконец, из (6) получаем

hA,BX =
⋃

α∈A

⋃

t

H>
c(t,α),λ(t,α).(8)

Это означает, что множество hA,BX их (5) представляет собой объединение
замкнутых полуплоскостей.

По следствию 2 теоремы 1 и (5) получаем, что структура множеств X и
множеств управляемости Y(x◦,K) идентична. Следовательно, по п. 2 теоре-
мы 1 множество Y(x◦,K + 1) = hA,BY(x◦,K) при K > 1 идентично множе-
ству hA,BX .
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Здесь следует заметить, что множества Y(x◦,K) при K > 1 являются
невырожденными прямыми и поэтому не имеют изолированных точек. Это
означает, что элементы множества (5) таковы, что la(α),b(α) есть прямые и не
состоят из изолированных точек, т.е. b(α) 6= 0, а лемма 2 используется кор-
ректно.

По (8) заключаем, что множество управляемости Y(x◦,K) приK > 2 пред-
ставляет собой объединение замкнутых полупространств в R

2.

Наоборот, множество R
2 \ (hA,BX ) есть дополнение к R

2 и поэтому

R
2 \ (hA,BX ) =

⋂

α∈A

⋂

t

(
R
2 \H>

c(t,α),λ(t,α)

)
=
⋂

α∈A

⋂

t

H<
c(t,α),λ(t,α),

где
H<

c(t,α),λ(t,α) =
{
x ∈ R

2 : cT(t, α)x < λ(t, α)
}
.

Данное множеств представляет собой открытую полуплоскость в R
2. Как и

ранее, по п. 2 теоремы 1 множество R
2 \ Y(x◦,K + 1) = R

2 \ (hA,BY(x◦,K))
при K > 1 идентично множеству R

2 \ (hA,BX ). Следовательно, множество
R
2 \ Y(x◦,K) приK > 2 представляет собой пересечение открытых полуплос-

костей в R
2.

2. По построению открытая полуплоскость в R
2 есть выпуклое множество.

Следовательно, множество R
2\Y(x◦,K) всегда есть выпуклое множество в R

2

как пересечение выпуклых множеств.

Докажем теперь, что для всех K > 2 множество управляемости Y(x◦,K)
не является выпуклым множеством. Здесь достаточно рассмотреть два слу-
чая: Y(x◦,K) не является полуплоскостью и Y(x◦,K) – полуплоскость.

Если множество R
2 \ Y(x◦,K) выпукло и одновременно не есть полуплос-

кость, то Y(x◦,K) = R
2 \
(
R
2 \ Y(x◦,K)

)
не может быть выпуклым множе-

ством.

Напротив, допустим, что R
2\Y(x◦,K) есть (открытая) полуплоскость (вы-

пуклое множество). Следовательно, по предположению множество Y(x◦,K)
может оказаться замкнутой полуплоскостью, а поэтому выпуклым множе-
ством.

Рассуждаем от противного. Допустим, что имеется K, при K > 2, и такое
множество управляемости Y(x◦,K), которое является полуплоскостью в R

2.
Поэтому найдется ненулевой вектор c ∈ R

2 такой, что

cTx > λ > 0 при x ∈ Y(x◦,K).

Выбираем произвольно
y ∈ Y(x◦,K − 1)

и поэтому по построению y 6= 0.

Поскольку
Y(x◦,K) = hA,BY(x◦,K − 1),

то
hA,By = lAy,By ⊂ Y(x◦,K)
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и поэтому должно выполняться неравенство

cTlAy,By(t) > λ при t ∈ R.

Тогда верно неравенство

cT(Ay + tBy) > λ при t ∈ R.

В силу произвольности параметра t получаем равенство

cTBy = 0.

Поэтому получаем неравенство

cTAy =
(
ATc

)T
y > λ > 0 при y ∈ Y(x◦,K − 1).

Вектор ATc 6= 0, поскольку матрица A = P−1AP невырожденна, так как
A ∈ SO(2). Это означает, что множество Y(x◦,K − 1) есть замкнутая полу-
плоскость в R

2.

Следовательно, по индукции при K > 2 набор множеств управляемости
{Y(x◦,K),Y(x◦,K − 1), . . . ,Y(x◦, 1)} образует набор полуплоскостей. С дру-
гой стороны, в силу п. 1 теоремы 1 множество Y(x◦, 1) есть прямая в R

2 и не
может быть полуплоскостью.

Противоречие означает, что множества Y(x◦,K) не являются замкнутыми
полуплоскостями, а поэтому не может оказаться выпуклым множеством.

Теорема 2 доказана.

5. Заключение

Для билинейных систем с дискретным временем и коммутативными мат-
рицами установлены новые специальные свойства множеств управляемости
для фиксированного числа шагов: множества управляемости представляют
собой линейчатые поверхности; дополнение к множеству управляемости есть
пересечение полуплоскостей и поэтому является выпуклым множеством.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Лемма 1. Если
X ⊂ RP

2,

то
hA,BX ⊂ RP

2.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. Для одноточечного множества X = {y}
по определению получаем

hA,By =
⋃

t

hA,B(t)y =
⋃

t

(A+ tB)y =
⋃

t

(Ay + tBy) =
⋃

t

lAy,By(t) = lAy,By,

и, следовательно,
hA,By ∈ RP

2.
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Поэтому

hA,Bla,b =
⋃

t

hA,B(t)la,b =
⋃

t

hA,B(t)

(
⋃

τ

la,b(τ)

)
=
⋃

t

hA,B(t)

(
⋃

τ

(a+ τb)

)
=

=
⋃

t

⋃

τ

hA,B(t)(a+ τb) =
⋃

t

⋃

τ

(hA,B(t)a+ τhA,B(t)b) =

=
⋃

t

⋃

τ

(
lhA,B(t)a,hA,B(t)b(τ)

)
=
⋃

t

lhA,B(t)a,hA,B(t)b ⊂ RP
2,

поскольку по построению

lhA,B(t)a,hA,B(t)b ∈ RP
2.

Следовательно, по определению каждое множество X из RP
2 может быть

представлено в виде объединения прямых из RP
2:

X =
⋃

α⊂A⊂R

la(α),b(α), la(α),b(α) ∈ RP
2,

где a(α), b(α) ∈ R
2. Это в силу проведенных рассуждений означает, что

hA,BX =
⋃

α∈A

hA,Bla(α),b(α) ⊂ RP
2,

поскольку
hA,Bla(α),b(α) ⊂ RP

2.

Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Для произвольных вещественных чисел τ1, t1 и ε > 1 найдутся
подходящие вещественные числа τ2, t2 такие, что

εhA,B(τ1)la,b(t1) = hA,B(τ2)la,b(t2)(Π.1)

при b 6= 0.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. Заметим, что равенство (Π.1) выполня-
ется тогда и только тогда, когда выполняется аналогичное равенство

εhA,B(τ1)la,b(t1) = hA,B(τ2)la,b(t2),(Π.2)

где
a = P−1a, b = P−1b.

Действительно, по определению

hA,B(τ)la,b(t) = (A+ τB)(a+ tb) =
(
PAP−1 + τPBP−1

)
(a+ tb) =

= P
(
AP−1 + τBP−1

)
(a+ tb) = P

(
A+ τB

) (
P−1a+ tP−1b

)
=

= P
(
A+ τB

) (
a+ tb

)
= PhA,B(τ)la,b(t)

и матрица P невырожденная.
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Равенство (Π.2) запишем подробнее:

ε (rR(ϕ1) + τ1R(ϕ2))
(
a+ t1b

)
= (rR(ϕ1) + τ2R(ϕ2))

(
a+ t2b

)
.(Π.3)

В силу R(ϕ2) ∈ SO(2) равенство (Π.3) эквивалентно равенству

ε (rR(θ) + τ1I)
(
a+ t1b

)
= (rR(θ) + τ2I)

(
a+ t2b

)
.(Π.4)

Положим

ti = t◦i + t, a◦ = a+ tb, i = 1, 2,(Π.5)

где t◦i , t будут определены далее. Поскольку

a = tib =
(
a+ tb

)
+ t◦i b≡ a◦ + t◦i b,(Π.6)

то число t выберем из условия

b
T (
a+ tb

)
= 0

или
b
T
a◦ = 0.

Следовательно,

t = −b
T
a

b
T
b
, t◦i = ti +

b
T
a

b
T
b
.(Π.7)

Используя (Π.5)–(Π.7) в (Π.4), получаем эквивалентное равенство

ε (rR(θ) + τ1I)
(
a◦ + t◦1b

)
= (rR(θ) + τ2I)

(
a◦ + t◦2b

)
.(Π.8)

Пусть C ∈ SO(2), тогда в силу коммутативности матриц из SO(2) получаем
эквивалентное равенство

εC (rR(θ) + τ1I)
(
a◦ + t◦1b

)
= C (rR(θ) + τ2I)

(
a◦ + t◦2b

)

или

ε (rR(θ) + τ1I)
(
Ca◦ + t◦1Cb

)
= (rR(θ) + τ2I)

(
Ca◦ + t◦2Cb

)
.(Π.9)

По условию b 6= 0, и поэтому матрица C может быть выбрана так, что

µ > 0, Cb = µe1, Ca◦ = λe2; e1 =

(
1
0

)
, e2 =

(
0
1

)
.(Π.10)

Вещественное число λ может быть произвольно.

Здесь равенство
λ = 0

верно тогда и только тогда, когда векторы a◦ и b коллинеарны.
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Действительно, пусть λ = 0, тогда из (Π.10) следует

a◦ = 0.

По определению (Π.6) и (Π.7) получаем

0 = (a◦)T a◦ =

(
a− b

T
a

b
T
b
b

)T(
a− b

T
a

b
T
b
b

)
= aTa−

(
b
T
a
)2

b
T
b

=(Π.11)

=
(
b
T
b
)((

aTa
) (
b
T
b
)
−
(
b
T
a
)2)

и поэтому

(
aTa

)(
b
T
b
)
−
(
b
T
a
)2

= 0.(Π.12)

Как известно, неравенство Коши–Буняковского

(
aTa

) (
b
T
b
)
−
(
b
T
a
)2

> 0

обращается в равенство тогда и только тогда, когда векторы a и b коллине-
арны.

Обратно, если a и b коллинеарны, то из (Π.12) получаем (Π.11), и это есть
равенство a◦ = 0. Теперь из (Π.10) получаем λ = 0.

В силу (Π.10) замечаем, что равенство (Π.9) эквивалентно соотношению

ε (rR(θ) + τ1I)
(
λe2 + µt◦1e

1
)
= (rR(θ) + τ2I)

(
λe2 + µt◦2e

1
)

или

εrR(θ)

(
µt◦1
λ

)
+ ετ1

(
µt◦1
λ

)
= rR(θ)

(
µt◦2
λ

)
+ τ2

(
µt◦2
λ

)
.(Π.13)

Рассмотрим два случая:
λ = 0, λ 6= 0.

Пусть λ = 0. Введем обозначения

t̂i := r−1µt◦i , i = 1, 2; τ̂1 := ετ1, τ̂2 := τ2.

Тогда уравнение (Π.13) приводится к виду

εR(θ)

(
t̂1
0

)
+ τ̂1

(
t̂1
0

)
= R(θ)

(
t̂2
0

)
+ τ̂2

(
t̂2
0

)
.(Π.14)

Покоординатная запись (Π.14) приводит к появлению двух скалярных урав-
нений

εt̂1 cos θ + τ̂1t̂1 = t̂2 cos θ + τ̂2t̂2,(Π.15)

−εt̂1 sin θ = −t̂2 sin θ.
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В силу (3) имеем sin θ 6= 0 и поэтому

t̂2 = εt̂1.(Π.16)

Подстановка (Π.16) в (Π.15) приводит к уравнению

εt̂1 cos θ + τ̂1t̂1 = εt̂1 cos θ + ετ̂2t̂1

или
t̂1 (τ̂1 − ετ̂2) = 0.

Если t̂1 = 0, то это равенство выполняется тривиально, и, следовательно,
τ̂2 можно выбирать произвольно.

Если же t̂1 6= 0, то должно быть верно равенство

τ̂2 = ε−1τ̂1.(Π.17)

Это означает, что (Π.17) и (Π.16) составляют допустимое решение уравне-
ния (Π.14) для произвольных вещественных чисел τ̂1, t̂1 и ε > 1. Поэтому при
λ = 0 уравнение (Π.14) всегда разрешимо относительно τ̂2, t̂2. Здесь исполь-
зовалась цепочка эквивалентных уравнений (Π.14), (Π.9), (Π.8), (Π.4), (Π.3),
(Π.2).

Пусть теперь λ 6= 0. Введем обозначения

t̂i := r−1λ−1µt◦i , i = 1, 2; τ̂1 := ετ1, τ̂2 := τ2.(Π.18)

Тогда уравнение (Π.13) приводится к виду

εR(θ)

(
t̂1
1

)
+ τ̂1

(
t̂1
1

)
= R(θ)

(
t̂2
1

)
+ τ̂2

(
t̂2
1

)
.(Π.19)

Перейдем к покоординатной записи

εt̂1 cos θ + ε sin θ + τ̂1t̂1 = t̂2 cos θ + sin θ + τ̂2t̂2,(Π.20)

−εt̂1 sin θ + ε cos θ + τ̂1 = −t̂2 sin θ + cos θ + τ̂2.(Π.21)

Из (Π.21) выражаем τ̂2 через остальные параметры:

τ̂2 =
(
t̂2 − εt̂1

)
sin θ + (ε− 1) cos θ + τ̂1.(Π.22)

Подстановка (Π.22) в (Π.20) приводит к соотношению

εt̂1 cos θ+ ε sin θ+ τ̂1t̂1 = t̂2 cos θ+sin θ+
(
t̂2 − εt̂1

)
t̂2 sin θ+(ε− 1)t̂2 cos θ+ τ̂1t̂2

или после преобразования

t̂22 sin θ +
[
cos θ − εt̂1 sin θ + (ε− 1) cos θ + τ̂1

]
t̂2+

+
[
(1− ε) sin θ − εt̂1 cos θ − τ̂1t̂1

]
= 0.

(Π.23)
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Уравнение (Π.23) очевидно сводится к квадратному уравнению относительно
переменной t̂2. Составим соответствующий дискриминант и выполним оче-
видные преобразования:

D =
[
ε cos θ − εt̂1 sin θ + τ̂1

]2 − 4 sin θ
[
(1− ε) sin θ − εt̂1 cos θ − τ̂1t̂1

]
=

= ε2 cos2 θ + ε2t̂21 sin
2 θ + τ̂21 − 2ε2t̂1 cos θ sin θ + 2τ̂1ε

2 cos θ −
− 2τ̂1εt̂1 sin θ − 4(1 − ε) sin2 θ + 4εt̂1 sin θ cos θ + 4τ̂1t̂1 sin θ =

= ε2 cos2 θ + ε2t̂21 sin
2 θ + τ̂21 + 2εt̂1(2− ε) sin θ cos θ +

+ 2τ̂1t̂1(2− ε) sin θ + 2τ̂1ε cos θ − 4(1 − ε) sin2 θ.

По условию ε > 1, поэтому следуют неравества

−4(1− ε) sin2 θ > 0,

ε2t̂21 sin
2 θ > (ε− 2)2 t̂21 sin

2 θ.

Таким образом, получаем неравенство вида

D > ε2 cos2 θ + (ε− 2)2 t̂21 sin
2 θ + τ̂21 +

+ 2εt̂1(2− ε) sin θ cos θ + 2τ̂1t̂1(2− ε) sin θ +
+ 2τ̂1ε cos θ =

[
ε cos θ + (2− ε)t̂1 sin θ + τ̂1

]2
> 0.

Следовательно, у квадратного уравнения (Π.23) всегда имеется хотя бы
один вещественный корень τ̂1. Это приводит к выводу, что уравнение (Π.19)
разрешимо относительно τ̂2, t̂2 для произвольных ε > 1 и вещественных τ̂1, t̂1.
Однозначная зависимость τ̂i, t̂i от τi, ti в силу формул (Π.18) и (Π.8) означает,
что уравнение (Π.3) разрешимо благодаря разрешимости соответствующих
эквивалентных соотношений.

Разрешимость (Π.3) эквивалентна разрешимости (Π.2) и (Π.1).

Лемма 2 доказана.
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ИНТЕГРАЛЬНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ:
МЕТОД ВЗВЕШЕННОГО ФАЗОВОГО ОБЪЕМА
И ЭЛЛИПСОИДАЛЬНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ1

Предложен подход к анализу диссипативности и устойчивости дина-
мических систем, основанный на понятии взвешенного фазового объема.
Для произвольной весовой функции получено интегральное тождество,
описывающее эволюцию взвешенного объема движущейся области и его
обратной величины. Установлена связь полученных соотношений с теоре-
мой Лиувилля об изменении фазового объема и транспортной теоремой
Рейнольдса из механики сплошных сред. Сформулированы достаточные
условия диссипативности и интегральной устойчивости. Показано, что
одновременное выполнение условий для весовой функции и ее обратной
величины накладывает геометрические ограничения на динамику систе-
мы. На основе этих условий построены эволюционные уравнения для по-
крывающего и внутреннего эллипсоидов, аппроксимирующих множества
достижимости. Доказана связь интегральной устойчивости с классиче-
ской устойчивостью по Ляпунову. Полученные теоретические результаты
проиллюстрированы численными примерами.

Ключевые слова: теорема Лиувилля, транспортная теорема Рейнольдса,
взвешенный фазовый объем, диссипативность, эллипсоидальная аппрок-
симация, дивергентный метод устойчивости, устойчивость по Ляпунову.

DOI: 10.7868/S2413977726110030

1. Введение

Исследование устойчивости динамических систем является фундамен-
тальной проблемой теории дифференциальных уравнений и математической
физики. Классическая теория устойчивости, заложенная в трудах А.М. Ляпу-
нова [1], на протяжении более века остается основным инструментом анализа
поведения решений. Развитая им методология, основанная на исследовании
знака производной специально подобранной скалярной функции (функции
Ляпунова) вдоль траекторий системы, получила глубокое развитие, напри-
мер в [2–6]. Несмотря на универсальность и широкую применимость, ме-
тод функций Ляпунова часто сталкивается с проблемой выбора подходящей

1 Работа выполнена в Институте проблем машиноведения РАН при поддержке госзада-
ния № FFNF-2024-0008.
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функции, особенно для сложных нелинейных, неавтономных или разрывных
систем, где конструктивных правил построения не существует.

Параллельно развивались иные подходы к анализу устойчивости. С од-
ной стороны, это энергетические методы [7] и теория диссипативных си-
стем [8], которые, хотя и предлагают физически интерпретируемые критерии,
также требуют построения специальных функционалов. С другой стороны,
значительные усилия были направлены на использование геометрических
свойств векторного поля, в частности его дивергенции. Исходным пунктом
здесь является классическая теорема Лиувилля [9, 10] об изменении фазово-
го объема вдоль потока системы и ее интегральное обобщение – транспортная
теорема Рейнольдса [11], широко используемая в механике сплошных сред.
Идеи использования дивергенции для анализа устойчивости восходят к ра-
ботам [12–14]. В отечественной научной школе это направление оформилось
как индексный и дивергентный методы, представленные в [15–17], где устой-
чивость особой точки связывалась со знаком дивергенции или с поведением
векторного поля на границах областей.

Существенный вклад в развитие качественной теории внесли работы
В.П. Жукова [18–21] и др., в которых были предложены методы исследо-
вания устойчивости и неустойчивости, основанные на свойствах источников
и стоков векторного поля, а также на анализе дивергенции для систем вто-
рого порядка. Однако эти результаты часто ограничены размерностью си-
стемы или требуют специфических предположений. Геометрические методы,
использующие вращение векторного поля [22], также эффективны, но в ос-
новном для анализа на плоскости.

Перечисленные подходы получили дальнейшее развитие в работах послед-
них двух десятилетий. В работах А. Рантцера [23, 24] предложен метод двой-
ственных функций Ляпунова (метод плотностей), где исследуется эволюция
плотности распределения начальных условий. Условия устойчивости форму-
лируются в терминах существования стационарной функции плотности, удов-
летворяющей уравнению в частных производных. В [25] получены необходи-
мые условия почти глобальной устойчивости в рамках этого подхода. Дивер-
гентные методы [18–21, 23–25] обобщены в [26–30] на нелинейные системы
произвольной размерности. В [31, 32] дивергентный подход распространен на
плотностные системы с возмущениями и получены как необходимые, так и
достаточные условия глобальной устойчивости.

Отдельного упоминания заслуживает теория инвариантных множеств
[33, 34], в рамках которой разработаны конструктивные методы построения
эллипсоидальных аппроксимаций множеств достижимости [35] и их приме-
нение в задачах управления и оценивания. Эти результаты близки по духу к
геометрической части настоящей работы, однако в них, как правило, строят-
ся лишь внешние (покрывающие) оценки, тогда как предлагаемый в статье
подход дает и внутренние гарантированные границы.
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Интерес к геометрическим и плотностным методам анализа динамических
систем сохраняется и в публикациях последних нескольких лет. В частно-
сти, метод функций плотности получил развитие в задачах безопасной на-
вигации. В [36, 37] с помощью функции плотности решается задача синтеза
управления, гарантирующего уклонение от препятствий, что содержатель-
но перекликается с идеей построения внутреннего эллипсоида в настоящей
статье, свободного от траекторий системы. В [38] плотностные критерии рас-
пространены на анализ конечной устойчивости неавтономных систем, а в [39]
получены обратные теоремы, связывающие существование плотности Ляпу-
нова с устойчивостью временных и периодических систем. Предлагаемый в
настоящей статье подход отличается от [36–39] тем, что использует произ-
вольную весовую функцию, не требующую стационарности, а условия дис-
сипативности формулируются непосредственно в терминах векторного поля
и позволяют строить эволюционирующие эллипсоидальные оценки множеств
достижимости как сверху (покрывающий эллипсоид), так и снизу (внутрен-
ний эллипсоид), что дает полную двустороннюю геометрическую картину
динамики ансамбля траекторий.

Настоящая статья предлагает новый подход к анализу устойчивости и дис-
сипативности динамических систем с использованием концепции взвешенного
фазового объема. Ниже перечислим вклад статьи и ее основные отличия от
существующих результатов:

• В отличие от классической теоремы Лиувилля [9, 10], описывающей эво-
люцию евклидова объема vol(Ωt), и транспортной теоремы Рейнольдса [11]
предлагаемый подход вводит произвольную весовую функцию W (x, t),
что позволяет исследовать эволюцию взвешенного объема

∫
Ωt
W (x, t) dx

и его обратной величины. Это дает возможность изучать динамику ансам-
блей траекторий в «искривленном» фазовом пространстве и переходить
от анализа объема к анализу более сложных интегральных характеристик
(см. раздел 4). Установлена связь скорости изменения интегралов от W
и 1/W с производной Ли Ẇ и дивергенции поля, что является обобщени-
ем теоремы Лиувилля и транспортной теоремы Рейнольдса.

• Сформулированы и проанализированы условия диссипативности (см. раз-
дел 4) для весовой функции W и ее обратной величины 1/W . Показано,
что их одновременное выполнение приводит к неубыванию произведения
соответствующих интегралов (теорема 3). Этот результат интерпретиро-
ван как «принцип неопределенности» для динамических систем (замеча-
ние 1), накладывающий геометрические ограничения на возможную ди-
намику, что отличает полученный результат от аналогов в классической
теории устойчивости [1, 4] или дивергентных методах [15, 21, 23–30].

• Введены определения интегральной устойчивости (а также асимптотиче-
ской и экспоненциальной интегральной устойчивости, см. раздел 5), кото-
рые классифицируют системы по скорости убывания взвешенного объема.
В теореме 5 получены дифференциальные неравенства, гарантирующие
экспоненциальное убывание. В отличие от [23–25], где условия формули-
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руются в терминах стационарной плотности, предложенные критерии яв-
ляются нестационарными по времени и непосредственно проверяются на
векторном поле системы.

• Разработан метод построения эллипсоидов, аппроксимирующих множе-
ства достижимости. В теореме 6 из первого условия диссипативности вы-
ведено уравнение эволюции покрывающего эллипсоида, который гаранти-
рованно содержит изучаемую область Ωt. В теореме 7 из второго условия
диссипативности получено уравнение для внутреннего эллипсоида, кото-
рый свободен от точек изучаемой области. Совместное использование этих
теорем (замечание 5) дает полную геометрическую картину динамики в
виде «кольца» между двумя эллипсоидами, что является более информа-
тивным, чем традиционные оценки множеств достижимости [33–35, 40].

• В теореме 8 показано, что из существования сжимающегося семейства эл-
липсоидов, содержащих образы траекторий, следует устойчивость по Ля-
пунову. Тем самым установлена связь между предложенным интеграль-
ным подходом и классической теорией А.М. Ляпунова.

Таким образом, в отличие от классических методов, учитывающих анализ
поведения отдельной траектории или изменение евклидова объема, разви-
тый подход позволяет исследовать динамику систем в интегральной метрике
с произвольным весом. Возможность построения на этой основе аппрокси-
мирующих эллипсоидов, гарантированно содержащих (или не содержащих)
эволюционирующую область, предоставляет собой геометрический инстру-
мент для решения широкого круга задач от анализа устойчивости до синтеза
алгоритмов управления.

2. Постановка задачи

Рассмотрим неавтономную систему обыкновенных дифференциальных
уравнений вида

ẋ = F (x, t),(1)

где t ∈ R+ (R+ = [0;∞)), x ∈ R
n, F : Rn → R

n – гладкое векторное поле
(F ∈ C1(Rn × R+)). Если потребуется гладкость другого порядка, то об этом
будет отдельно указано при выводе соответствующего результата. Предпола-
гаем, что система (1) порождает глобальный фазовый поток ϕt : R

n → R
n,

т.е. для любого x0 ∈ R
n задача Коши с начальным условием x(0) = x0 имеет

единственное решение x(t) = ϕt(x0), определенное для всех t ∈ R+.

Рассмотрим произвольную измеримую по Лебегу область Ω0⊂R
n с конеч-

ной мерой. Под действием потока эта область эволюционирует:

Ωt = ϕt(Ω0) = {x ∈ R
n : x = ϕt(ξ), ξ ∈ Ω0}.(2)

Пусть W : (Rn × R+)→ R – произвольная функция класса C1(Rn × R+)
(в разделе 5 и далее для анализа устойчивости системы (1) будет введено
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дополнительное предположение о положительной определенности функции
W (x, t)). Введем интегральные выражения:

I(t) =

∫

Ωt

W (x, t) dx, I−1(t) =

∫

Ωt

1

W (x, t)
dx,(3)

где dx обозначает элемент объема в R
n. Во втором интегральном выражении

считается, что W (x, t) 6= 0 для всех x ∈ Ωt и t > 0.

Основная цель статьи – исследовать поведение и устойчивость системы (1)
в интегральной метрике, задаваемой весовой функцией W (x, t). Для этого
в статье будут получены выражения для скоростей изменения взвешенного
фазового объема и его обратной величины, на основе которых будут сфор-
мулированы достаточные условия диссипативности, определения интеграль-
ной устойчивости и метод построения эллипсоидальных аппроксимаций мно-
жеств достижимости.

3. Предварительные сведения

Для функции W определим производную вдоль траекторий системы (1):

Ẇ (x, t) =
∂W

∂t
(x, t) +∇W (x, t)⊤F (x, t).(4)

Данную величину часто называют производной Ли функции W по направ-
лению векторного поля F . Символ «⊤» означает операцию транспонирова-
ния. В статье может встречаться запись ∇W (ϕt(ξ), t), что будет означать

∇W (ϕt(ξ), t) = ∇W (x, t)|x=ϕt(ξ) = col
{

∂W
∂x1

(x, t), . . . , ∂W∂xn
(x, t)

}
.

Пусть Jt(ξ) = ∂ϕt(ξ)/∂ξ – матрица Якоби потока. Известно, что Jt(ξ) удо-
влетворяет уравнению в вариациях

d

dt
Jt(ξ) = A(ϕt(ξ), t)Jt(ξ), J0(ξ) = E,

где A(x, t) = ∂F (x, t)/∂x – матрица Якоби векторного поля, E – единичная
матрица.

Те ор ем а 1 (теорема Лиувилля [9, 10, 41, 42]). Для определителя мат-
рицы Якоби справедливо соотношение

d

dt
detJt(ξ) = det Jt(ξ) trA(ϕt(ξ), t).

Поскольку trA(x) = divF (x, t), то из (1) следует, что

d

dt
det Jt(ξ) = detJt(ξ) divF (ϕt(ξ), t).(5)

Здесь и далее divF (ϕt(ξ), t) = divF (x, t)|x=ϕt(ξ) =
∑n

i=1
∂Fi

∂xi
(x, t).
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Для потоков, порожденных системой (1), определитель Якоби всегда по-
ложителен. Действительно, уравнение (5) представляет собой линейное од-
нородное уравнение первого порядка относительно det Jt, решение которого
имеет вид

detJt(ξ) = exp




t∫

0

divF (ϕs(ξ), s) ds


 > 0 ∀t.

Поэтому в дальнейшем знак модуля будет опущен при работе с определите-
лем Якоби.

4. Интегральные соотношение

Следующая теорема дает явные выражения для скорости изменения взве-
шенного фазового объема и его обратной величины вдоль потока системы.

Те ор ем а 2. Пусть W ∈ C1(Rn × R+), F ∈ C1(Rn × R+), а Ω0 ⊂R
n – из-

меримая область с конечной мерой. Тогда для функций I(t) и I−1(t), опре-
деленных формулами (3), справедливы соответствующие равенства

dI

dt
:=

d

dt

∫

Ωt

W (x, t) dx =

∫

Ωt

[
Ẇ (x, t) +W (x, t) divF (x, t)

]
dx,

dI−1

dt
:=

d

dt

∫

Ωt

1

W (x, t)
dx =

∫

Ωt

[
− Ẇ (x, t)

W 2(x, t)
+

1

W (x, t)
divF (x, t)

]
dx,

(6)

где Ẇ (x, t) определяется формулой (4).

Доказательства всех теорем приведены в Приложении. Объединяя полу-
ченные результаты в теореме 2, можно сформулировать следующее утвер-
ждение.

Те ор ем а 3. Для динамической системы (1), любой области Ωt ⊂ R
n и

любой положительной функции W (x, t) ∈ C1(Rn×R+) справедливо неравен-
ство



∫

Ωt

W (x, t) dx





∫

Ωt

1

W (x, t)
dx


 > [vol(Ωt)]

2.(7)

Если одновременно выполнены условия диссипативности:

Ẇ (x, t) +W (x, t) divF (x, t) 6 0 ∀x, t,

− Ẇ (x, t)

W 2(x, t)
+

1

W (x, t)
divF (x, t) 6 0 ∀x, t,

(8)

то величина
(∫

Ωt
W dx

)(∫
Ωt

1
W dx

)
является невозрастающей функцией

времени.
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Полученные в теоремах 2 и 3 результаты и условия диссипативности обоб-
щают классические интегральные теоремы. В последующих следствиях и за-
мечаниях эти связи сформулированы в явном виде.

Сл ед с т в и е 1. Если W (x, t)≡ 1, то Ẇ (x, t) = 0, и формула (6) принима-
ет вид d

dtvol(Ωt) =
∫
Ωt

divF (x, t) dx, что представляет собой интегральную
форму теоремы Лиувилля.

Сл ед с т в и е 2 (консервативные системы). Если divF (x, t)≡ 0 (си-
стема сохраняет фазовый объем), то формулы в (6) упрощаются:
d
dt

∫
Ωt
W (x, t) dx =

∫
Ωt
Ẇ (x, t) dx, d

dt

∫
Ωt

1
W (x,t) dx = −

∫
Ωt

Ẇ (x,t)
W 2(x,t)

dx.

Сл ед с т в и е 3 (диссипативные системы). Из второй части теоремы 3
следует, что величина

∫
Ωt
W (x, t) dx (или

∫
Ωt

1
W (x,t) dx) не возрастает со вре-

менем. Это может служить интегральным критерием диссипативности.

Те ор ем а 4 (транспортная теорема Рейнольдса [11]). Пусть Ωt – об-
ласть, движущаяся со скоростью F (x, t). Тогда для любой гладкой функции

f(x, t) выполняется d
dt

∫
Ωt
f(x, t) dx =

∫
Ωt

(
∂f
∂t + div (fF )

)
dx.

Сл ед с т в и е 4. Если в теореме 2 принять W (x, t) = f(x, t) (1/W (x, t) =
= f(x, t)) и учесть соотношение div (fF ) = ∇f⊤F + div (F )f , то получим
теорему 4.

Соотношения (6) могут найти применение в теории управления и анализе
устойчивости, позволяя получать двусторонние оценки эволюции системы и
исследовать ее диссипативные свойства. Особый интерес представляет слу-
чай, когда система диссипативна по отношению к W и 1/W одновременно.
Это накладывает жесткие ограничения на возможную динамику и может
служить критерием специальных типов устойчивости (см. раздел 5).

Зам е ч а ни е 1. Выражение (7) описывает, как меняется во времени со-
отношение между объемами в двух конформно связанных метриках. В сжи-
мающихся системах (divF < 0) произведение может убывать, но никогда не
становится меньше квадрата евклидова объема. Также неравенство (7) пока-
зывает, что нельзя сделать одновременно сколь угодно малыми и интеграл
от W , и интеграл от 1/W . То есть чем больше «концентрация» массы в обла-
сти (большое значение I(t)), тем меньше должна быть «размазанность» (ве-
личина I−1(t)), и наоборот. Величины W и 1/W являются взаимно дополни-
тельными характеристиками системы, т.е. увеличение одной неизбежно при-
водит к уменьшению другой при фиксированном объеме. Произведение этих
величин имеет нижнюю границу, определяемую геометрией области. Это на-
поминает принцип неопределенности Гейзенберга в квантовой механике (от-
сутствие возможности одновременно точно измерить координату и импульс),
который утверждает, что для любой волновой функции ψ(x) произведение
дисперсий координаты и импульса ограничено снизу: σxσp >

~

2 .
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5. Приложение к исследованию устойчивости

5.1. Интегральные критерии устойчивости

Дадим вначале определения, в рамках которых будет исследована устой-
чивость системы (1).

Опр е д е л е н и е 1. Система (1) называется интегрально устойчи-

вой относительно весовой функции W (x, t), если для любой измеримой об-
ласти Ω0 ⊂ R

n с конечной мерой существует константа C(Ω0) > 0 такая,
что для всех t ∈ R+ выполнено хотя бы одно из неравенств

I(t) 6 C(Ω0), I−1(t) 6 C(Ω0).(9)

Опр е д е л е н и е 2. Система (1) называется интегрально асимпто-

тически устойчивой относительно весовой функции W (x, t), если она
интегрально устойчива и, кроме того, для любой области Ω0⊂R

n выполне-
но хотя бы одно из соотношений

lim
t→∞

I(t) = 0, lim
t→∞

I−1(t) = 0.(10)

Опр е д е л е н и е 3. Система (1) называется интегрально экспонен-

циально устойчивой относительно весовой функции W (x, t) с показа-
телем γ > 0, если для любой области Ω0 ⊂ R

n существует константа
C(Ω0) > 0 такая, что для всех t ∈ R+ выполнена хотя бы одна из оценок

I(t) 6 C(Ω0)e
−γt, I−1(t) 6 C(Ω0)e

−γt.(11)

Понятия интегральной устойчивости в определениях 1–3 являются ба-
зой для обобщения дивергентного подхода исследования устойчивости
[18–21, 23–32]. С содержательной точки зрения интегральная устойчивость
означает, что взвешенный фазовый объем области, занятой ансамблем тра-
екторий, остается ограниченным во времени (или экспоненциально убыва-
ет). Это свойство характеризует диссипативное поведение системы в инте-
гральной метрике и не требует устойчивости каждой отдельной траектории
в смысле Ляпунова. Интегральная устойчивость полезна для анализа систем,
в которых важна ограниченность «энергии» ансамбля траекторий, а не схо-
димость каждой из них к началу координат. Она позволяет гарантировать,
что множество достижимости не расплывается и остается в некотором смысле
ограниченным, что важно в задачах управления, оценивания и фильтрации.

Рассмотрим систему (1) с положением равновесия в начале координат:
F (0, t) = 0 для любых t ∈ R+. Пусть W (x, t) – произвольная положительно
определенная функция (W (x, t) > 0 при x 6= 0 и t ∈ R+, W (0, t) = 0).

Те ор ем а 5. Если существует функция W ∈ C1(Rn × R+), W (x, t) > 0
при x 6= 0, и число γ > 0 такие, что для всех x ∈ R

n и t ∈ R+ выполнены
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неравенства

Ẇ (x, t) +W (x, t) divF (x, t) 6 −γW (x, t),

− Ẇ (x, t)

W 2(x, t)
+

1

W (x, t)
divF (x, t) 6 − γ

W (x, t)
,

(12)

то для любой начальной области Ω0 справедлива экспоненциальная оценка
∫

Ωt

W (x, t) dx 6 e−γt

∫

Ω0

W (x, t) dx,

∫

Ωt

1

W (x, t)
dx 6 e−γt

∫

Ω0

1

W (x, t)
dx.(13)

Таким образом, при γ = 0 получим интегральную устойчивость с
C(Ω0) = I(Ω0) (C(Ω0) = I−1(Ω0)). При γ > 0 получим интегральную экспо-
ненциальную устойчивость с C(Ω0) = I(Ω0) (C(Ω0) = I−1(Ω0)).

Требование интегральной устойчивости в теореме 5 накладывает удобно
проверяемые условия диссипативности непосредственно на векторное поле
системы (1) и весовую функцию W (x, t). В отличие от классического метода
функций Ляпунова здесь не требуется строить функцию, строго убывающую
вдоль каждой траектории. Достаточно обеспечить выполнение неравенств
(12), (13) для выбранной весовой функции W (x, t). Выполнение данных усло-
вий гарантирует, что любое измеримое множество начальных состояний эво-
люционирует так, что соответствующий взвешенный объем не возрастает
(убывает), что дает количественную меру диссипации и может быть исполь-
зовано для построения гарантированных эллипсоидальных оценок множеств
достижимости (см. разделы 6, 7).

Зам е ч а ни е 2. Константа C(Ω0) в определениях 1 и 3 может зависеть от
выбора начальной области Ω0 (ее размера, формы и положения), но не за-
висит от времени t. В случае, когда выполнены дифференциальные неравен-
ства (12), можно выбрать C(Ω0) = I(Ω0) (соответственно C(Ω0) = I−1(Ω0)).

Зам е ч а ни е 3. Пусть выполнено условие (12) при γ = 0 и, кроме того,
множества

A =

{
t > 0, x ∈ R

n \ {0} : Ẇ (x, t) +W (x, t) divF (x, t) = 0

}
,

A−1 =

{
t > 0, x ∈ R

n \ {0} : − Ẇ (x, t)

W 2(x, t)
+

1

W (x, t)
divF (x, t) = 0

}

не содержат целых траекторий системы (1) (за исключением положения рав-
новесия x = 0). Тогда система интегрально асимптотически устойчива.

Зам е ч а ни е 4. Условие (12) при W (x, t) > 0 можно переписать в виде

Ẇ (x, t)

W (x, t)
+ divF (x, t) 6 −γ, −Ẇ (x, t)

W (x, t)
+ divF (x, t) 6 −γ ∀x 6= 0.(14)
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Левая часть представляет собой сумму относительной скорости изменения
функции W вдоль траекторий и дивергенции поля. Эти два условия можно
объединить в одно неравенство:

∣∣∣∣∣
Ẇ (x, t)

W (x, t)

∣∣∣∣∣+ divF (x, t) 6 −γ ⇔
∣∣∣∣
d

dt
lnW (x(t), t)

∣∣∣∣ + divF (x, t) 6 −γ,(15)

которое, однако, является более сильным, чем каждое из условий по отдель-
ности, и требует диссипативности как для W , так и для 1/W одновременно.
С другой стороны, складывая (14), получаем:

divF (x, t) 6 −γ.(16)

Таким образом, одновременное выполнение условий (12) возможно только
в системах с неположительной дивергенцией, т.е. в системах, которые не рас-
ширяют фазовый объем (сжимающие или сохраняющие объем). При γ = 0
выражение (15) дает геометрическое ограничение: относительная скорость
изменения весовой функции не может превышать по модулю скорость сжа-
тия фазового объема.

5.2. Локальный анализ

В окрестности положения равновесия x = 0 можно использовать линеари-
зацию. Пусть F (0, t) = 0 для всех t ∈ R+ и векторное поле F (x, t) является
достаточно гладким по x в окрестности нуля. Обозначим через A(t) = ∂F (0, t)
матрицу линеаризованной системы. Тогда divF (0, t) = trA(t) (след матри-
цы A(t)). Рассмотрим весовую функцию W (x, t) вида

W (x, t) = x⊤P (t)x,(17)

где P (t) – симметричная положительно определенная матрица, гладко за-
висящая от времени. Такая функция положительна при x 6= 0 и допускает
локальный анализ.

В окрестности начала координат разложим F (x, t) в ряд Тейлора по x:

ẋ := F (x, t) = A(t)x+O(‖x‖2),(18)

где запись φ(x) = O(‖x‖k) при x→ 0 означает, что lim supx→0
‖φ(x)‖
‖x‖k

<∞.

Используя (4), вычислим полную производную W , заданную (17), вдоль
траекторий системы (18): Ẇ (x, t) = x⊤Ṗ (t)x+ 2x⊤P (t)A(t)x+O(‖x‖3). Учи-
тывая, что W (x, t) divF (x, t) = x⊤P (t)x · trA(t) + o(‖x‖2), получаем разло-
жение для первого условия диссипативности:

∂W

∂t
+∇W⊤F +W divF =

= x⊤
[
Ṗ (t) + P (t)A(t) +A⊤(t)P (t) + trA(t)P (t)

]
x+ o(‖x‖2),

(19)

где запись φ(x) = o(‖x‖k) при x→ 0 означает, что limx→0
‖φ(x)‖
‖x‖k

= 0.
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Для второго условия диссипативности, связанного с 1/W , рассмотрим ве-
личину Φ(x, t) := − 1

W

(
∂W
∂t +∇W⊤F

)
+ divF . Используя те же разложения,

получаем:

Φ(x, t) = −
x⊤
[
Ṗ (t) + P (t)A(t) +A⊤(t)P (t)

]
x

x⊤P (t)x
+ trA(t) + o(1).

Сл ед с т в и е 5. Если существует такая матрица P (t) > 0, что квадра-
тичная форма в (19) является равномерно отрицательно определенной, т.е.
выполнено условие

Ṗ (t) + P (t)A(t) +A⊤(t)P (t) + trA(t)P (t) 6 −γP (t)(20)

для всех t ∈ R+, то существует окрестность начала координат, в которой
выполнено первое условие (11) с некоторым γ > 0.

Если для всех x 6= 0 и t > 0 выполняется неравенство

−
x⊤
[
Ṗ (t) + P (t)A(t) +A⊤(t)P (t)

]
x

x⊤P (t)x
+ trA(t) 6 −γ,(21)

то существует окрестность начала координат, в которой выполнено вто-
рое условие (11) с некоторым γ > 0.

Прим ер 1. Рассмотрим линейную систему ẋ = A(t)x, где x ∈ R
n. Выбе-

рем W (x, t) = x⊤P (t)x, где P (t) = P (t)⊤ > 0 – гладкая матрица. Тогда из
условий (20) и (21) можно получить следующие матричные неравенства:

Ṗ (t) + P (t)A(t) +A⊤(t)P (t) + (γ + trA(t))P (t) 6 0,

Ṗ (t) + P (t)A(t) +A⊤(t)P (t) + (γ − trA(t))P (t) 6 0.
(22)

Если система одновременно диссипативна по W и 1/W с γ > 0, то, скла-
дывая неравенства (22), получаем

2
(
Ṗ + PA+A⊤P

)
+ 2γP 6 0 ⇒ Ṗ + PA+A⊤P 6 −γP.

Это стандартное условие экспоненциальной устойчивости для неавтономных
систем (аналог леммы Ляпунова). Если же выполнено только одно из нера-
венств, система может быть устойчива лишь в интегральном смысле. На-
пример, второе неравенство в (22) является усиленным аналогом матричного
неравенства Ляпунова.

Прим ер 2. Ради наглядности проиллюстрируем теоретические резуль-
таты разделов 5 и 7 на примере линейной автономной системы с седловой

точкой ẋ = Ax, x ∈ R
2, A =

[
0 1
1 −2

]
. Матрица A имеет собственные числа

λ1 ≈ 0,6 (неустойчивое направление) и λ2 ≈−2,6 (устойчивое направление),
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Рис. 1. Слева – эволюция эллипсоидов уровня {x : x⊤Ptx = 1} для системы (1)
в виде деформации эллипсоидов, а также приведена фазовая траектория с на-
чальным условием x0 = col{−0,5; 1,7}. Справа – интеграл I(t) =

∫
Ωt

W (x) dx,
где точки – численные значения в соответствующие моменты времени.

при этом trA = −2 < 0, что гарантирует сжатие фазового объема с показа-
телем divF = −2.

В качестве весовой функции выберем положительно определенную квад-

ратичную форму W (x) = x⊤Px, P =

[
1,51 0,5034
0,5034 0,5039

]
. Начальная область Ω0

определена как эллипс Ω0 = {x ∈ R
2 : x⊤Px 6 1}, что соответствует множе-

ству уровня W (x) = 1. Для численного моделирования используется лагран-
жев подход: N = 5000 частиц равномерно распределены внутри Ω0 и эволю-
ционируют под действием потока системы (1).

Согласно теореме 5, для экспоненциальной устойчивости достаточно вы-
полнения условий диссипативности (12). Для автономного случая усло-
вия (22) сводятся к существованию γ > 0 такого, что

A⊤P + PA+ (divF + γ)P 6 0, A⊤P + PA+ (divF − γ)P 6 0.(23)

Решение обобщенной проблемы собственных чисел (A⊤P + PA+
+ divF · P )v = −µPv дает максимальное значение γmax ≈ 1,9. В вычис-
лениях используется γ = 1,5, что гарантирует выполнение обоих неравенств.

Интегральный критерий устойчивости исследуется через вычисление пер-
вого условия в (3) и (Π.1). В силу линейности системы, ϕt(ξ) = eAtξ и
detJt(ξ) = et divF = e−2t.

На рис. 1 (слева) представлена эволюция множества Ωt и соответствую-

щих эллипсоидов уровня {x : x⊤Ptx = 1}, где Pt = e−A⊤tPe−At – матрица,
задающая образ начального эллипсоида под действием потока. Видно, что
эллипсоиды деформируются, вытягиваясь вдоль неустойчивого направления
и сжимаясь вдоль устойчивого, при этом все частицы остаются внутри соот-
ветствующих эллипсоидов.
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На рис. 1 (справа) представлена зависимость I(t) от времени. Численные
значения, полученные суммированием по частицам с весом e−2t, демонстри-
руют монотонное убывание. Аппроксимация логарифма линейной функцией
дает оценку показателя экспоненциального убывания γest = 1,4923, что с вы-
сокой точностью совпадает с теоретическим значением γ = 1,5, использован-
ным в условиях диссипативности.

Полученные результаты позволяют сделать следующие выводы:

1) Выбранная весовая матрица P и параметр γ = 1,5 удовлетворяют мат-
ричным неравенствам (23) (выполнение условий диссипативности), что
обеспечивает экспоненциальное убывание интеграла I(t).

2) Наблюдаемое монотонное убывание I(t) подтверждает интегральную
устойчивость системы в смысле определения 2, причем скорость убыва-
ния соответствует теоретической оценке I(t) 6 I(0)e−γt.

3) Эллипсоиды {x : x⊤Ptx = 1} представляют собой точные образы на-
чального множества уровня весовой функции и демонстрируют уста-
новленное теорией сжатие вдоль устойчивого направления и растяже-
ние вдоль неустойчивого при сохранении свойства покрытия всех тра-
екторий.

4) Несмотря на наличие неустойчивого собственного направления, инте-
грал I(t) убывает, что иллюстрирует принципиальное отличие инте-
гральной устойчивости от устойчивости по Ляпунову: даже при рас-
ходящихся отдельных траекториях взвешенный объем области может
сжиматься.

6. Эволюция покрывающего эллипсоида

Для анализа поведения динамических систем часто требуется не просто
качественная картина эволюции, но и гарантированное множество, содер-
жащее все траектории, исходящие из заданной начальной области. Наибо-
лее удобной формой такой внешней аппроксимации множества достижимо-
сти является эллипсоид. В данном разделе будет показано, как условие (12)
позволяет построить эволюционирующий покрывающий эллипсоид, который
содержит область Ωt для всех t > 0.

Те ор ем а 6. Пусть векторное поле F является глобально липшицевым
по x равномерно по t, т.е. выполнено условие

‖F (x, t) − F (y, t)‖ 6 L‖x− y‖ ∀x, y ∈ R
n,∀t ∈ R+,(24)

где L > 0 – константа Липшица. Также пусть существует функция
W (x, t) ∈ C1(Rn × R+) вида

W (x, t) = (x− ct)⊤Pt(x− ct),(25)

где ct ∈ R
n и Pt ∈ R

n×n (дополнительно Pt > 0) – гладкие функции времени,
удовлетворяющие следующим условиям:
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1) начальное покрытие удовлетворяет условию: Ω0 ⊂ Ecov(c0, P−1
0 ) =

= {x ∈ R
n : (x− c0)⊤P0(x− c0) 6 1}, т.е.

W (ξ, 0) 6 1 ∀ξ ∈ Ω0;(26)

2) существует число γ > 0 такое, что для всех x ∈ R
n и t > 0 выполнено

первое условие диссипативности (12);

3) центр эллипсоида ct движется по траектории системы:

ċt = F (ct, t),(27)

где c0 – произвольная точка из Ω0;

4) выполнено соотношение

divF (ct, t) + γ > 2L.(28)

Тогда для всех t > 0 выполнено условие покрытия:

Ωt ⊂ Ecov(ct, P−1
t ) = {x ∈ R

n : (x− ct)⊤Pt(x− ct) 6 1}.(29)

Если F ∈ C2(Rn × R+), то матрица формы Qt = P−1
t удовлетворяет

дифференциальному уравнению

Q̇t = A(ct, t)Qt +QtA(ct, t)
⊤ + (divF (ct, t) + γ)Qt,(30)

где A(ct, t) = ∂F
∂x (ct, t) – матрица Якоби, вычисленная в центре эллипсоида

в момент времени t, уравнение (30) получено линеаризацией в окрестности
центра и точно описывает эволюцию эллипсоида в пределе ‖x− ct‖ → 0.

Сл ед с т в и е 6. Пусть выполнены условия теоремы 6 и, дополнитель-
но, дивергенция векторного поля ограничена снизу: divF (x, t) > −d для всех
x ∈ R

n и t ∈ R+. Если параметр диссипативности удовлетворяет усло-
вию γ > d, то для любой точки ξ ∈ Ω0 и соответствующей траектории
x(t) = φt(ξ) справедлива экспоненциальная оценка Vξ(t) 6 Vξ(0)e

−(γ−d)t, где
Vξ(t) задана в (Π.3). Как следствие, для нормы матрицы формы Qt = P−1

t

выполняется ‖Qt‖ 6 ‖Q0‖e−(γ−d)t, что означает экспоненциальное сжатие
покрывающего эллипсоида Ecov(ct, Qt) к своему центру ct.

Уравнение (30) является ключевым для практического построения по-
крывающего эллипсоида. Оно показывает, как матрица формы эволюцио-
нирует под действием линеаризованного потока и диссипативного члена
(divF + γ)Qt. Параметр γ выбирается максимально возможным при выпол-
нении условия (26).

7. Эволюция внутреннего эллипсоида

В предыдущем разделе было рассмотрено первое условие диссипатив-
ности (39), которое гарантирует существование покрывающего эллипсоида
E(ct, P−1

t ), содержащего эволюционирующую область Ωt. Естественным об-
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разом возникает вопрос: что можно сказать об эллипсоиде, если выполнено
второе условие диссипативности? Как показано в замечании 1, второе условие
контролирует обратную величину 1/W и предотвращает слишком быстрое
сжатие, что приводит к существованию внутреннего эллипсоида, свободного
от точек области Ωt. Сформулируем и докажем соответствующую теорему.

Те ор ем а 7. Пусть существует W (x, t), определенная в (25), где ct ∈Rn

и Pt ∈ R
n×n (Pt > 0) – гладкие функции времени, удовлетворяющие следую-

щим условиям:

1) начальное покрытие удовлетворяет условию Ω0∩Ein(c0, δ(0)P−1
0 ) = ∅,

т.е.

W (ξ, 0) > δ(0) ∀ξ ∈ Ω0,(31)

где Ein(c0, δ(0)P−1
0 ) = {x ∈ R

n : (x− c0)⊤P0(x− c0) 6 δ(0)};
2) центр эллипсоида движется по траектории системы (27);

3) существует γ > 0 такое, что для всех x ∈ R
n и t ∈ R+ выполнено вто-

рое условие диссипативности (12).

Тогда для всех t ∈ R+ выполнено условие внутренней оценки:

Ωt ∩ Ein(ct, δ(t)P−1
t ) = ∅,(32)

где Ein(ct, δ(t)P−1
t ) = {x ∈ R

n : (x− ct)⊤Pt(x− ct) 6 δ(t)} и

δ(t) = min
ξ∈Ω0



W (ξ, 0) exp




t∫

0

(γ + divF (x(s), s))ds






 .(33)

Если дополнительно F ∈ C2(Rn × R+), то матрица формы Qt = P−1
t удо-

влетворяет дифференциальному уравнению

Q̇t = A(ct, t)Qt +QtA(ct, t)
⊤ − (divF (ct, t) + γ)Qt,(34)

где A(ct, t) =
∂F
∂x (ct, t) – матрица Якоби, вычисленная в центре эллипсоида в

момент времени t, уравнения (34) получены линеаризацией в окрестности
центра и точно описывают эволюцию эллипсоида в пределе ‖x− ct‖ → 0.

Теорема 7 показывает, что второе условие диссипативности (12) гаран-
тирует существование внутреннего эллипсоида Ein(ct, δ(t)P−1

t ), который не
содержит точек эволюционирующей области Ωt. Это дает нижнюю оценку
для расстояния от траекторий до центра и предотвращает слишком быстрое
сжатие.

Зам е ч а ни е 5. Если одновременно выполнены оба условия диссипатив-
ности (12), то из их сложения, как показано в (16), следует divF < 0. При
этом значения γ в данных условиях диссипативности могут быть разными,
в статье они записаны одинаковыми для простоты записи. В этом случае об-
ласть Ωt находится в «кольце» между двумя эллипсоидами: покрывающим и
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внутренним Ein(ct, δ(t)P−1
t )⊂Ωt⊂Ecov(ct, P−1

t ). Это дает полную геометриче-
скую картину эволюции области.

Уравнения (30) и (34) описывают эволюцию матрицы формы покрываю-
щего эллипсоида, но соответствуют разным типам диссипативности:

• Уравнение (30) получено из первого условия диссипативности (12) для
функции W (x, t). Слагаемое (divF + γ)Qt ускоряет сжатие эллипсоида,
что характерно для систем с диссипацией.

• Уравнение (34) соответствует второму условию (12) для функции
1/W (x, t). Слагаемое (divF −γ)Qt уменьшает диссипацию и при γ > divF
может приводить к расширению эллипсоида, контролируя тем самым об-
ратную величину.

Прим ер 3. Проиллюстрируем теоремы 6 и 7 на примере нестационарной
линейной системы второго порядка

ẋ = A(t)x, A(t) =

[
−1,5 + 0,5 sin(0,8t) 3 cos(0,8t)

2 sin(0,8t) −1,2 + 0,3 cos(0,8t)

]
, x ∈ R

2.(35)

След матрицы trA(t) = −2,7 + 0,5 sin(0,8t) + 0,3 cos(0,8t) < 0 для всех
t ∈ R+, однако система не является устойчивой по Ляпунову в силу несиммет-
ричности матрицы и наличия периодических коэффициентов, приводящих
к комплексным собственным числам с положительной вещественной частью
в отдельные моменты времени.

При моделировании начальная область Ω0 выбрана так, чтобы одновре-
менно удовлетворять предположениям теорем 6 и 7. В примере использова-
лась матрица P0 = E, центр c0 = (5, 3)⊤, параметр δ(0) = 0,25. Начальная об-
ласть Ω0 состоит из N = 600 точек, равномерно распределенных в кольцевой
области между двумя эллипсоидами: Ω0 = Ecov(c0, P−1

0 ) \ Ein(c0, 0,25P−1
0 ).

Такой выбор гарантирует выполнение условий W (ξ, 0) 6 1 ∀ξ ∈ Ω0 и
W (ξ, 0) > δ(0) = 0,25 ∀ξ ∈ Ω0, что в точности отвечает (26) и (31). Таким
образом эллипсоиды на рис. 2 не подбирались под уже полученное облако
точек. Их эволюция полностью определяется дифференциальными уравне-
ниями (30) и (34) с начальными параметрами, выбранными до расчета траек-
торий. Тот факт, что точки в начальный момент и далее остаются внутри по-
крывающего и вне внутреннего эллипсоида, является следствием выполнения
условий теорем 6 и 7. Эволюция покрывающего эллипсоида Ecov(ct, Qt) опре-
деляется уравнением (30), а эволюция внутреннего эллипсоида Ein(ct, Qt) –
уравнением (34), где γ = 2,5 для покрывающего и γ = 2 для внутреннего эл-
липсоидов, центр ct движется по траектории системы ċt = A(ct, t)ct.

Численное интегрирование системы (35) и уравнений (30), (34) выполнено
методом Эйлера с шагом ∆t = 0,005 на интервале t ∈ [0, 0,9]. На каждом
шаге производился контроль выполнения условий:

V cov
ξ (t) = (x(t) − ct)⊤(Qcov

t )−1(x(t)− ct) < 1 ∀x(t) ∈ Ωt,

V in
ξ (t) = (x(t) − ct)⊤(Qin

t )−1(x(t)− ct) > 1 ∀x(t) ∈ Ωt.
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Рис. 2. Эволюция покрывающего (сплошной) и внутреннего (пунктирный) эл-
липсоидов для системы (35) в моменты времени t = 0, 0,3, 0,6, 0,9 с.

Приведем алгоритм построения аппроксимирующих эллипсоидов:
• задать начальную область Ω0, матрицу P0 > 0, центр c0 (например, центр

масс Ω0) и параметр δ(0) ∈ (0, 1) так, чтобы W (ξ, 0) 6 1 и W (ξ, 0) > δ(0)
для всех ξ ∈ Ω0;

• выбрать γcov > 0 и γin > 0 из условий диссипативности (12);
• найти траекторию центра ċt = F (ct, t), ct|t=0 = c0;
• проинтегрировать матричные уравнения (30) и (34) с начальными усло-

виями Qcov
0 = P−1

0 , Qin
0 = δ(0)P−1

0 . Тогда при любом t ∈ R+ выполняют-
ся гарантированные двусторонние оценки E(ct, Qin

t )⊂ Ωt ⊂ E(ct, Qcov
t ), где

E(c,Q) = {x : (x− c)⊤Q−1(x− c) 6 1}.
На рис. 2 представлены четыре момента эволюции системы: t = 0, t = 0,3,

t = 0,6 и t = 0,9 с. На каждом рисунке изображены: точки – множество Ωt;
сплошной серый эллипсоид – покрывающий эллипсоид Ecov(ct, Qcov

t ); пунк-
тирный эллипсоид – внутренний эллипсоид Ein(ct, Qin

t ); звезда – текущее по-
ложение центра ct; линия (исходящая из звезды) – траектория движения цен-
тра от начального до текущего момента; маленький черный кружок (исходя-
щий из звезды) – начальное положение центра c0.
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Результаты моделирования демонстрируют:
1) корректность эволюционных уравнений (30) и (34) для построения ап-

проксимирующих эллипсоидов;
2) возможность одновременного выполнения условий диссипативности для

прямой и обратной весовых функций;
3) геометрическую интерпретацию интегральной устойчивости: область Ωt

заключена в кольцо между двумя эллипсоидами.

Теорема 7 и пример 3 показывают, что при выполнении второго условия
диссипативности удается построить эллипсоид Ein(t), гарантированно не со-
держащий точек эволюционирующей области Ωt. Этот результат имеет ряд
инженерных и научных приложений, например:

• в задачах гарантированного оценивания и фильтрации внутренний эллип-
соид задает область, свободную от траекторий системы, что позволяет вы-
делять безопасные зоны или отсекать ложные решения;

• наличие двусторонних эллипсоидальных оценок Ein(ct, δ(t)P−1
t ) ⊂ Ωt ⊂

⊂ Ecov(ct, P−1
t ) дает полную геометрическую картину эволюции ансамбля:

покрывающий эллипсоид ограничивает максимально возможное отклоне-
ние, а внутренний указывает минимальный гарантированный разброс тра-
екторий;

• в задачах верификации и обнаружения столкновений внутренний эллип-
соид может служить индикатором «непустого ядра», куда не проникают
траектории, что упрощает проверку свойств безопасности динамической
системы;

• предложенный метод применим к анализу диссипативных процессов в
звездной динамике. В шаровых скоплениях динамическое трение вызывает
эффективное сжатие фазового объема. Если в качестве весовой функции
взять фазовую плотность, то область Ωt, содержащая 90% массы скопле-
ния, с течением времени остается заключенной между двумя эволюциони-
рующими эллипсоидами, что дает гарантированные двусторонние оценки
положений и скоростей звезд без точного решения уравнения Фоккера-
Планка.

Таким образом, совместное использование покрывающего и внутреннего эл-
липсоидов предоставляет конструктивный инструмент для анализа диссипа-
тивных систем, не требующий точного знания множества Ωt, а лишь инфор-
мацию о начальной области и знаке дивергенции поля.

Результаты разделов 6 и 7 могут быть интерпретированы в терминах тео-
рии инвариантных множеств [33, 34]. Построенный покрывающий эллипсоид
является положительно инвариантным множеством для ансамбля траекто-
рий, стартующих из Ω0, а внутренний эллипсоид задает запрещенную об-
ласть, свободную от этих траекторий. Их комбинация дает двустороннюю ин-
вариантную оценку, что представляет самостоятельный интерес в контексте
методов гарантированного оценивания и эллипсоидального исчисления [35].
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8. Связь интегральной устойчивости с устойчивостью по Ляпунову

Те ор ем а 8. Рассмотрим автономную систему (1). Пусть ϕt : R
n→R

n –
фазовый поток (1). Предположим, что существует семейство покрываю-
щих эллипсоидов (29) с центром ct ∈ R

n и матрицей формы Qt = P−1
t > 0,

удовлетворяющее следующим условиям:

1) существует δ > 0 такое, что шар радиуса δ с центром в нуле содер-
жится в начальном эллипсоиде:

Bδ(0) = {x ∈ R
n : ‖x‖ 6 δ} ⊂ Ecov(c0, P−1

0 );(36)

2) для всех t ∈ R+ образ начального шара под действием потока содер-
жится в эллипсоиде:

Ωt = ϕt(Bδ(0))⊂ Ecov(ct, P−1
t );(37)

3) центр эллипсоида стремится к положению равновесия:

lim
t→∞

ct = 0;(38)

4) существует монотонно убывающая функция σ : R+ → R+, такая что
σ(t)→ 0 при t→∞ и для всех t > 0 выполняется оценка:

max
|v|=1

√
v⊤Qtv 6 σ(t),(39)

где величина max|v|=1

√
v⊤Qtv равна длине наибольшей полуоси эллип-

соида Et.
Тогда система (1) асимптотически устойчива по Ляпунову. Если допол-

нительно существуют константы C > 0 и γ > 0 такие, что

σ(t) 6 Ce−γt, |ct| 6 Ce−γt ∀t > 0,(40)

то система (1) экспоненциально устойчива по Ляпунову. Если заменить
условия σ(t)→ 0 и ct → 0 на их ограниченность, то (1) будет устойчивой
по Ляпунову.

В условии теоремы 8 в качестве характеристики сжатия эллипсоида
(39) можно использовать различные операторы, оценивающие его размер,
например:

• спектральный радиус (длина наибольшей полуоси) ρ(Qt) = λ
1/2
max(Qt),

λmax(Qt) – максимальное собственное число матрицы Qt. Данная величина
участвует в оценке ‖x− ct‖ 6 ρ(Qt) и имеет прозрачный геометрический
смысл;

• след матрицы формы trQt =
∑n

i=1 λi(Qt), λi(Qt) – i-е собственное значе-
ние матрицы Qt. Поскольку λmax(Qt) 6 trQt, условие trQt → 0 является
достаточным для сходимости эллипсоида к центру;

• среднеквадратичный радиус rrms(Qt) =
√

1
n trQt, характеризующий

«средний» размер эллипсоида;
• любая норма ‖Qt‖, согласованная с евклидовой нормой в R

n (т.е. удовле-

творяющая ‖Q1/2
t v‖ 6 ‖Q1/2

t ‖‖v‖), также может быть использована.
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Сл ед с т в и е 7. Если в условиях теоремы 8 задано условие trQt → 0 вме-
сто (39), то это эквивалентно выполнению неравенства 2λmax(A) + trA+
+ γ < 0, где λmax(A) – максимальное собственное число матрицы линеари-
зации A = ∂F

∂x (0, t). Это дает алгебраический критерий экспоненциальной
устойчивости, не требующий явного построения эллипсоидов.

Таким образом, теорема 8 устанавливает, что из существования семейства
покрывающих эллипсоидов, стягивающихся к положению равновесия, следу-
ет устойчивость по Ляпунову. Это важный результат, связывающий предло-
женный интегральный подход с классической теорией. Важно подчеркнуть,
что сама по себе интегральная устойчивость (определения 1–3) не эквива-
лентна устойчивости по Ляпунову. Таким образом, теорема 8 дает достаточ-
ные условия, при которых интегральные оценки позволяют сделать вывод о
точечной сходимости решений. Следствие 7 дополнительно предлагает легко-
проверяемый алгебраический критерий: отрицательность определенной ком-
бинации следа и максимального собственного числа матрицы линеаризации
гарантирует экспоненциальную устойчивость. Это делает метод конструктив-
ным и удобным для приложений.

9. Заключение

Предложен новый подход к анализу динамических систем, основанный на
исследовании эволюции взвешенного фазового объема. Получено интеграль-
ное тождество, которое связывает скорость изменения взвешенного объема
с производной весовой функции вдоль траекторий и дивергенцией вектор-
ного поля. Данный результат обобщает классическую теорему Лиувилля и
транспортную теорему Рейнольдса.

Сформулированы достаточные условия диссипативности и построены ин-
тегральные критерии устойчивости. Показано, что одновременное выполне-
ние условий для весовой функции и ее обратной величины приводит к гео-
метрическим ограничениям на динамику.

Разработан метод аппроксимации множеств достижимости с помощью
покрывающего и внутреннего эллипсоидов, эволюция которых описывает-
ся дифференциальными уравнениями, полученными из условий диссипатив-
ности. Установлена связь между предложенным интегральным подходом и
устойчивостью по Ляпунову.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Используя замену переменных с уче-
том начальных условий x = ϕt(ξ), где ξ ∈ Ω0, получим

I(t) =

∫

Ω0

W (ϕt(ξ), t) detJt(ξ) dξ, I−1(t) =

∫

Ω0

1

W (ϕt(ξ), t)
detJt(ξ) dξ.(Π.1)
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Учитывая, что область интегрирования Ω0 не зависит от t, продифферен-
цируем (Π.1):

dI

dt
=

∫

Ω0

[
d

dt

(
W (ϕt(ξ), t)

)
detJt(ξ) +W (ϕt(ξ), t)

d

dt
detJt(ξ)

]
dξ,

dI−1

dt
=

∫

Ω0

[
d

dt

(
1

W (ϕt(ξ), t)

)
det Jt(ξ) +

1

W (ϕt(ξ), t)

d

dt
det Jt(ξ)

]
dξ.

(Π.2)

Воспользовавшись (4), вычислим производные:

d

dt
W (ϕt(ξ), t) =

∂W (ϕt(ξ), t)

∂t
+∇W (ϕt(ξ), t)

⊤F (ϕt(ξ), t) и

d

dt

(
1

W (ϕt(ξ), t)

)
= − 1

W 2(ϕt(ξ), t)

d

dt
W (ϕt(ξ), t) = −

Ẇ (ϕt(ξ))

W 2(ϕt(ξ))
.

Применяя (5) к слагаемому d
dt det Jt(ξ) в (Π.2), перепишем (Π.2) как

dI

dt
=

∫

Ω0

detJt(ξ)
[
Ẇ (ϕt(ξ), t) +W (ϕt(ξ), t) div F (ϕt(ξ), t)

]
dξ,

dI−1

dt
=

∫

Ω0

det Jt(ξ)

[
− Ẇ (ϕt(ξ), t)

W 2(ϕt(ξ), t)
+

1

W (ϕt(ξ), t)
divF (ϕt(ξ), t)

]
dξ.

Так как detJt(ξ) dξ = dx, то выполнив обратную замену переменных к x, при-
ходим к (6). Теорема 2 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 3. Применяя неравенство Коши–Буня-
ковского–Шварца к функциям

√
W и 1/

√
W на Ωt, получаем



∫

Ωt

W (x, t) dx





∫

Ωt

1

W (x, t)
dx


 >



∫

Ωt

√
W

1√
W

dx




2

> [vol(Ωt)]
2.

Из условий диссипативности (8) и теоремы 2 следует, что İ(t) 6 0 и İ−1(t) 6 0.
Из условий теоремы 3 функции I(t) и I−1(t) положительны. Тогда Π̇(t) :=
:= İ(t)I−1(t) + I(t)İ−1(t) 6 0. Следовательно, Π(t) не возрастает. Теорема 3
доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 5. Из выражений (6) и (12) имеем

d

dt

∫

Ωt

W (x, t) dx 6 −γ
∫

Ωt

W (x, t) dx,
d

dt

∫

Ωt

1

W (x, t)
dx 6 −γ

∫

Ωt

1

W (x, t)
dx.

Интегрируя это дифференциальное неравенство, получим (13). Теорема 5
доказана.
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Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 6. Доказательство теоремы разобьем на
две части. Сначала докажем выполнение условия покрытия (29). Затем по-
кажем выполнение (30).

Дока з а т е л ь с т в о у с л о в и я п о крытия (29). Перейдем к перемен-
ным Лагранжа. Для этого рассмотрим произвольную точку ξ ∈ Ω0. Ее образ
в момент времени t есть x(t) = ϕt(ξ). Определим функцию

Vξ(t) =W (x(t), t) = (x(t)− ct)⊤Pt(x(t)− ct).(Π.3)

Покажем, что Vξ(t) 6 1 для всех t ∈ R+, если Vξ(0) 6 1.

Дифференцируя (Π.3) по времени вдоль решений (1) и (27), получим:

d

dt
Vξ(t) = (x(t)− ct)⊤Ṗt(x(t)− ct) + 2(x− ct)⊤Pt(F (x(t)− F (ct, t)).(Π.4)

С учетом (Π.3) перепишем первое условие диссипативности (12) в виде

(x(t)− ct)⊤Ṗt(x(t) − ct) + 2(x− ct)⊤Pt(F (x(t), t) − F (ct, t)) 6
6 −γVξ(t)− Vξ(t) divF (x(t), t).

(Π.5)

Принимая во внимание, что Vξ(t) > 0 (случай Vξ(t) = 0 означает x(t) = ct,
и тогда ограниченность очевидна, так как ct либо ограничен, либо его рост
контролируется отдельно), выразим из (Π.5) слагаемое с дивергенцией:

divF (x(t), t) 6 −γ −

− 1

Vξ(t)

[
(x(t)− ct)⊤Ṗt(x(t)− ct) + 2(x− ct)⊤Pt(F (x(t), t) − F (ct, t))

]
.

(Π.6)

Обозначим:

A(t) = (x(t)− ct)⊤Ṗt(x(t)− ct) + 2(x− ct)⊤Pt(F (x(t), t) − F (ct, t)).(Π.7)

Принимая во внимание (24), оценим слагаемые в (Π.7) и (Π.3) в виде

|(x− ct)⊤Ṗt(x− ct)| 6 ‖Ṗt‖‖x− ct‖2,
|2(x− ct)⊤Pt(F (x(t), t) − F (ct, t))| 6 2L‖Pt‖‖x− ct‖2.

‖x(t)− ct‖2 6 λmax(P
−1
t )Vξ(t).

(Π.8)

С учетом (Π.8) оценим сверху (Π.7) как

|A(t)| 6 λmax(P
−1
t )(‖Ṗt‖+ 2L‖Pt‖)Vξ(t).(Π.9)

Введем обозначение:

α(t) = λmax(P
−1
t )(‖Ṗt‖+ 2L‖Pt‖)(Π.10)
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и перепишем (Π.9) как |A(t)| 6 α(t)Vξ(t). Подставляя данную оценку в (Π.6),
получаем оценку сверху для дивергенции:

divF (x(t), t) 6 −γ + α(t).(Π.11)

Из первого условия диссипативности (12) и выражений (Π.4), (Π.5) имеем

dVξ
dt

6 −γVξ(t)− Vξ(t) divF (x(t), t).(Π.12)

Подставляя оценку (Π.11) в (Π.12), получаем
dVξ

dt 6 −α(t)Vξ(t). Так как

α(t) > 0 из (Π.10), то
dVξ

dt 6 0. Таким образом, Vξ(t) 6 Vξ(0) 6 1 для всех t > 0,

и выполнено условие покрытия Ωt ⊂ Ecov(ct, P−1
t ).

Теперь определим соотношение между L, divF (ct, t) и γ в виде (28). Для
этого подставим (25) в первое условие диссипативности (12). В результате
получим

(x− ct)⊤Ṗt(x− ct) + 2(x− ct)⊤Pt(F (x, t) − F (ct, t)) +
+ (x− ct)⊤Pt(x− ct)( divF (x, t) + γ) 6 0.

(Π.13)

Пусть x = ct+εv, где ‖v‖ = 1 и малое число ε > 0. Тогда перепишем (Π.13)
как:

ε2v⊤Ṗtv+2εv⊤Pt(F (ct+εv)−F (ct, t))+ε2v⊤Ptv(divF (ct+εv)+γ)6 0.(Π.14)

Перенесем первые два члена в правую часть и разделим все выражение
на ε2:

v⊤Ptv( divF (ct + εv) + γ) 6 −v⊤Ṗtv −
2

ε
v⊤Pt(F (ct + εv)− F (ct, t)).(Π.15)

Из липшицевости F и ‖v‖ = 1 имеем

−2

ε
v⊤Pt(F (ct+εv)−F (ct, t))6

∣∣∣∣
2

ε
v⊤Pt(F (ct+εv)−F (ct, t))

∣∣∣∣6 2‖Pt‖L.(Π.16)

Подставляя (Π.16) в (Π.15), получим:

v⊤Ptv( divF (ct + εv) + γ) 6 −v⊤Ṗtv + 2‖Pt‖L.(Π.17)

Переходя к пределу ε→ 0, перепишем (Π.17) как v⊤Ṗtv 6 2‖Pt‖L−
− v⊤Ptv( divF (ct, t) + γ). Это неравенство выполнено для всех единичных
векторов v. Выберем v, на котором v⊤Ṗtv минимален. Тогда:

−‖Ṗt‖ 6 min
‖v‖=1

v⊤Ṗtv 6 2‖Pt‖L− max
‖v‖=1

v⊤Ptv( divF (ct, t) + γ).
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Поскольку max‖v‖=1 v
⊤Ptv = ‖Pt‖, получим:

‖Ṗt‖ > ‖Pt‖( divF (ct, t) + γ − 2L).(Π.18)

Таким образом, имеем соотношение (28). Более того, ‖Ṗt‖+ 2L‖Pt‖ >
> ‖Pt‖

(
divF (ct, t) + γ

)
> 2L‖Pt‖.

Вывод эволюционных уравнений (30). В силу гладкости F ∈ C2 разложим
F (x, t)− F (ct, t) и divF (x, t) в окрестности ct:

F (x, t)− F (ct, t) = A(ct, t)(x− ct) + r(x, ct, t),

divF (x, t) = divF (ct, t) +∇( divF )(ct, t)⊤(x− ct) + d(x, ct, t),
(Π.19)

где A(ct, t) =
∂F
∂x (ct, t), ‖r(x, ct, t)‖ = O(‖x− ct‖2) и |d(x, ct, t)| = O(‖x− ct‖).

Подставим (Π.19) в (Π.13):

(x− ct)⊤Ṗt(x− ct) + 2(x− ct)⊤PtA(ct, t)(x− ct) +
+ 2(x− ct)⊤Ptr(x, ct, t) + (x− ct)⊤Pt(x− ct)

(
divF (ct, t) + γ

)
+

+ (x− ct)⊤Pt(x− ct)
(
∇( divF )(ct, t)⊤(x− ct) + d(x, ct, t)

)
6 0.

(Π.20)

Зафиксируем произвольное направление v ∈ R
n, где ‖v‖ = 1, и положим

x = ct + εv, где ε > 0 мало. Подставим это в (Π.20) и разделим на ε2:

v⊤Ṗtv + 2v⊤PtA(ct, t)v + v⊤Ptv
(
divF (ct, t) + γ

)
+

2

ε
v⊤Ptr(ct + εv, ct, t) +

+ v⊤Ptv
(
∇( divF )(ct, t)⊤(εv) + d(ct + εv, ct, t)

)
6 0.

Устремим ε→ 0. Учитывая, что r(ct + εv, ct, t) = O(ε2) и d(ct + εv, ct, t) =
= O(ε), получим:

v⊤
[
Ṗt + 2PtA(ct, t) + ( divF (ct, t) + γ)Pt

]
v 6 0 ∀v.(Π.21)

Используя симметризацию 2v⊤PtA(ct, t)v = v⊤(PtA(ct, t) +A(ct, t)
⊤Pt)v,

перепишем (Π.21) как:

v⊤
[
Ṗt + PtA(ct, t) +A(ct, t)

⊤Pt + (divF (ct, t) + γ)Pt

]
v 6 0 ∀v.(Π.22)

Неравенство (Π.22) означает, что матрица

M cov
t := Ṗt + PtA(ct, t) +A(ct, t)

⊤Pt + (divF (ct, t) + γ)Pt

отрицательно полуопределена (M cov
t 6 0). Для построения покрывающего эл-

липсоида выберем «критический» случай M cov
t = 0, что соответствует мак-

симально быстрому сжатию и не противоречит (Π.13). Тогда получаем урав-
нение для Pt:

Ṗt +A(ct, t)
⊤Pt + PtA(ct, t) + ( divF (ct, t) + γ)Pt = 0.(Π.23)
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Для получения уравнения для Qt = P−1
t умножим (Π.23) слева и справа

на Qt:

QtṖtQt +QtA(ct, t)
⊤ +A(ct, t)Qt + (divF (ct, t) + γ)Qt = 0.(Π.24)

Используя тождество Q̇t = −QtṖtQt, которое следует из дифференциро-
вания PtQt = I, перепишем (Π.24) в форме (30). Теорема 6 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 7. Доказательство теоремы разобьем на
две части. Сначала докажем выполнение условия для внутреннего эллипсо-
ида (32). Затем покажем выполнение равенства (34).

Дока з а т е л ь с т в о у словия для внутренне го эллипсоида (32).
Рассмотрим произвольную точку ξ ∈ Ω0. Ее образ в момент времени t есть
x(t) = φt(ξ). Определим функцию Vξ(t) как в (Π.3). Применяя второе условие
диссипативности (12) в точке x(t) и учитывая (Π.4), приходим к нижней
оценке:

d

dt
Vξ(t) > γVξ(t) + Vξ(t) divF (x(t), t).(Π.25)

Найдем решение (Π.25) в виде

Vξ(t) > Vξ(0) exp




t∫

0

[γ + divF (x(s), s)]ds


 .(Π.26)

Из (Π.26) следует, что для любого t ∈ R+ имеем Vξ(t) > δ(t) > 0, где δ(t)
определяется как минимум правой части (Π.26) по всем ξ ∈ Ω0. Это гаранти-
рует выполнение условия (32), т.е. ни одна точка области Ωt не принадлежит
внутреннему эллипсоиду.

Вывод эволюционного уравнения (34) для Qt. Вывод уравнения (34) анало-
гичен выводу уравнения (30) с той разницей, что используется второе условие
диссипативности (12). Проведем основные выкладки, следуя процедуре выво-
да уравнения (Π.19). Из второго условия (12) и выражений для производных
(Π.4) после подстановки и использования ċt = F (ct, t) получим:

−(x− ct)⊤Ṗt(x− ct)− 2(x− ct)⊤Pt(F (x, t)− F (ct, t)) +
+ (x− ct)⊤Pt(x− ct)( divF (x, t) + γ) 6 0.

(Π.27)

Используя симметризацию для 2PtA(ct, t), разложения (Π.19) и переходя
к пределу x→ ct (т.е. полагая x = ct + εv и устремляя ε→ 0), запишем:

v⊤
[
−Ṗt − PtA(ct, t)−A(ct, t)⊤Pt + (divF (ct, t) + γ)Pt

]
v 6 0 ∀v.

Выбирая критический случай (равенство нулю) с учетом условия (31), по-
лучаем уравнение для Pt:

−Ṗt −A(ct, t)⊤Pt − PtA(ct, t) + ( divF (ct, t) + γ)Pt = 0.(Π.28)
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Умножая (Π.28) слева и справа на Qt = P−1
t и используя Q̇t = −QtṖtQt,

получаем (34). То есть уравнение (34) получено линеаризацией в окрестно-
сти центра и точно описывает эволюцию эллипсоида в пределе ‖x− ct‖ → 0.
Теорема 7 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 8. Зафиксируем произвольную началь-
ную точку ξ ∈ Bδ(0) и рассмотрим соответствующую траекторию x(t) =
= ϕt(ξ) ∈ ϕt(Bδ(0)). В силу условия инвариантности покрытия (37) имеем
x(t) ∈ Ecov(ct, P−1

t ) для всех t > 0, что по определению эллипсоида означает

(x(t)− ct)⊤Q−1
t (x(t)− ct) 6 1.(Π.29)

Используем неравенство для квадратичных форм

‖x− ct‖2 6 λmax(Qt)(x− ct)⊤Q−1
t (x− ct),(Π.30)

где λmax(Qt) – максимальное собственное число матрицы Qt. Применяя (Π.30)
вместе с (Π.29), получаем оценку ‖x(t)− ct‖ 6

√
λmax(Qt) 6 σ(t). Восполь-

зовавшись данной оценкой и неравенством треугольника, получим ‖x(t)‖ 6
6 ‖x(t)− ct‖+ ‖ct‖ 6 σ(t) + ‖ct‖. Из условий сходимости центра (38) и сходи-
мости эллипсоида (39) имеем limt→∞ ‖ct‖ = 0 и limt→∞ σ(t) = 0. Зафиксируем
произвольное ε > 0 и положим ε1 = ε2 = ε/2. Тогда существует T1 > 0 такое,
что ‖ct‖ < ε/2 для всех t > T1 и существует T2 > 0 такое, что σ(t) < ε/2 для
всех t > T2. Выбирая T = max{T1, T2}, получаем, что для всех t > T одновре-
менно выполняются оба неравенства, откуда σ(t) + ‖ct‖ < ε

2 + ε
2 = ε. Значит,

требуемый момент времени T всегда существует.

На конечном промежутке времени [0, T ] функция f(t) = σ(t) + ‖ct‖ непре-
рывна, следовательно, ограничена некоторой константой MT . Выберем на-
чальный радиус δ настолько малым, чтобы для всех траекторий, стартующих
из Bδ(0), выполнялось неравенство

‖x(t)‖ 6 σ(t) + ‖ct‖ < ε ∀t > 0.(Π.31)

Возможность такого выбора δ обеспечивается непрерывной зависимостью
решений от начальных условий и тем фактом, что функции σ(t) и ‖ct‖ опреде-
ляются самой системой (1) и не зависят от выбора конкретной точки в Bδ(0).
Таким образом, для любого ε > 0 найдется δ > 0 такое, что из ‖x(0)‖ < δ сле-
дует ‖x(t)‖ < ε для всех t > 0. Это в точности определение устойчивости по
Ляпунову.

Из оценки (Π.31) и условий σ(t)→ 0 и ‖ct‖ → 0 при t→∞ непосред-
ственно вытекает, что для любой траектории x(t) с начальным условием
в Bδ(0) выполняется limt→∞ ‖x(t)‖ = 0. Если дополнительно выполнены экс-
поненциальные оценки σ(t) 6 Ce−γt, ‖ct‖ 6 Ce−γt, то из (Π.31) получаем
‖x(t)‖ 6 Ce−γt + Ce−γt = 2Ce−γt. Поскольку для линейных систем и в ло-
кальной окрестности нелинейных систем норма решения допускает оценку
‖x(t)‖ 6 Ke−γt‖x(0)‖, а в рассматриваемом случае ‖x(0)‖ 6 δ, окончательно
имеем ‖x(t)‖ 6 2C

δ ‖x(0)‖e−γt, что означает экспоненциальную устойчивость.
Теорема 8 доказана.
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АСИМПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ СИСТЕМЫ МАССОВОГО
ОБСЛУЖИВАНИЯ С ПОВТОРНЫМИ ВЫЗОВАМИ,

MMPP-ПОТОКОМ И КАТАСТРОФАМИ

Проводится исследование многолинейной системы массового обслужи-
вания с повторными вызовами (RQ-системы) с входящим марковским мо-
дулированным пуассоновским потоком (ММРР). Для анализа негативных
воздействий внешних факторов в модели рассматривается поток отрица-
тельных заявок, при наступлении событий которого в системе случают-
ся катастрофы, т.е. уничтожение всех находящихся на обслуживании и
на орбите заявок. В качестве метода исследования рассмотренной моде-
ли предлагается метод асимптотического анализа в условии высокой ин-
тенсивности входящего ММРР-потока заявок. Доказана теорема о виде
асимптотической характеристической функции числа заявок на орбите.
Представлены результаты численного анализа точности асимптотических
результатов.

Ключевые слова: математическое моделирование, RQ-система, катастро-
фы, асимптотический анализ, высокая интенсивность потока.
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1. Введение

RQ-системы (Retrial Queueing Systems), или системы массового обслужи-
вания с повторными вызовами, представляют собой класс моделей теории
массового обслуживания. Отличительной особенностью таких систем являет-
ся отсутствие классической очереди: заявки, не получившие обслуживание,
не покидают систему, а направляются на орбиту, где совершают случайную
задержку перед повторной попыткой обращения к прибору обслуживания.
Подобные модели широко применяются для анализа и оптимизации инфо-
коммуникационных систем, в которых требования при невозможности немед-
ленного обслуживания осуществляют повторные обращения через случайные
промежутки времени. Такие ситуации характерны для сетей связи с прото-
колами множественного случайного доступа, call-центров, а также облачных
технологий, где при высокой нагрузке часть пользователей вынуждена ожи-
дать и повторять запросы [1, 2].

В современных информационных системах существенное значение при-
обретает исследование негативных воздействий, связанных с ошибками пе-

71



редачи данных, аппаратными и программными сбоями, вредоносной актив-
ностью и хакерскими атаками. Для описания подобных явлений в рамках
теории массового обслуживания (ТМО) используется понятие G-систем (или
G-сетей) – это модели массового обслуживания с потоком отрицательных за-
явок, введенные E. Gelenbe [3–6]. Дальнейшее развитие направления отраже-
но в обзорных работах [7, 8], подтверждающих высокую значимость моделей
с отрицательными заявками и их востребованность в современных сетевых и
вычислительных приложениях.

Отрицательные заявки описывают воздействия на систему, приводящие
к уничтожению обслуживаемых требований как на отдельном приборе, так
и во всем блоке обслуживания, либо к катастрофам. Под катастрофами по-
нимаются случайные негативные события, полностью «обнуляющие» систе-
му: блок обслуживания и орбита становятся свободными, а все находящие-
ся в системе заявки покидают ее, не получив обслуживания. В реальных
условиях такие ситуации могут быть вызваны аварийными отказами обо-
рудования, массовыми сбоями программных сервисов или атаками на ин-
фраструктуру. Катастрофы являются наиболее критическим типом нега-
тивного воздействия, поскольку радикально изменяют динамику системы
и существенно влияют на ее вероятностные характеристики и показатели
производительности.

Исследования RQ-систем, учитывающих отрицательные заявки и ката-
строфы, представлены в ряде работ [9–11]. В [9] исследуются системы повтор-
ных вызовов с несколькими потоками отрицательных заявок и различными
дисциплинами обслуживания. Многолинейные модели с различными типами
негативных воздействий рассмотрены в Y. Shin [10]. Однако стоит отметить,
что большинство работ в этой области посвящено исследованию моделей с
простейшим потоком, тогда как реальные потоки в телекоммуникационных
сетях имеют более сложную структуру. Наиболее подходящими моделями ин-
формационных потоков являются классы нестационарных коррелированных
потоков MAP (Markovian Arrival Process) и BMAP (Batch Markovian Arrival
Process) [12]. Рассматриваемый в настоящей работе ММРP-поток (Markov
Modulated Poisson Process) является частным случаем MAP-потока, отли-
чающегося нулевой вероятностью наступления событий потока в моменты
перехода управляющей цепи Маркова в другие состояния. Отметим, что ана-
литические исследования для RQ моделей с MMPP-входящим потоком и от-
рицательными заявками практически не известны [13].

Ранее в [14] был выполнен асимптотический анализ многолинейной
RQ-системы с катастрофами с простейшим входящим потоком. Настоящая
статья является развитием данного направления и посвящена исследованию
RQ-системы с катастрофами и MMPP-входящим потоком. Для анализа мо-
дели применяется асимптотический метод в условиях высокой интенсивно-
сти входящего потока, что позволяет получить аппроксимации вероятност-
ных характеристик системы и исследовать влияние катастроф в предельном
режиме.

72



2. Описание модели

В работе рассматривается многолинейная RQ-система, представленная на
рис. 1. На вход системы поступает марковский модулированный пуассовский
поток заявок (ММРP-поток), определяемый диагональной матрицей Λ услов-
ных интенсивностей λn и матрицей Q инфинитезимальных характеристик qnn
управляющей цепи Маркова n(t), где n = 1, . . . , N . Будем называть заявки
этого потока положительными. Стационарное распределение вероятностей
состояний процесса n(t) задается вектором r, определяемым системой:

rQ = 0,
re = 1,

(1)

где e – единичный вектор размера N × 1, 0 – вектор с нулевыми элементами
размером 1×N .

Положительные заявки поступают в блок обслуживания, состоящий
изK приборов (серверов). Время обслуживания каждой заявки распределено
по экспоненциальному закону с параметром µ. Если все приборы оказывают-
ся заняты, то входящая заявка идет на орбиту, где осуществляет случайную
задержку, продолжительность которой имеет экспоненциальное распределе-
ние с параметром σ. После случайной задержки заявка с орбиты вновь обра-
щается к блоку обслуживания, если имеется хотя бы один свободный прибор,
она занимает его для обслуживания, иначе мгновенно возвращается на орби-
ту. С орбиты реализуется протокол множественного случайного доступа, т.е.
любая заявка может обратиться к обслуживающим приборам после реализа-
ции задержки (нет очереди).

Также в систему поступает простейший поток отрицательных заявок с па-
раметром γ. Отрицательная заявка не нуждается в обслуживании, она оказы-
вает негативное воздействие на систему. В данной работе рассмотрена модель
с катастрофами, а именно при поступлении в систему отрицательная заявка
«обнуляет» всю систему, т.е. уничтожает все заявки, находящиеся на при-
борах и на орбите. При наступлении катастроф заявки навсегда покидают
систему необслуженными.

Рис. 1. RQ-система MMPP/М/K с катастрофами.
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Состояние системы в момент времени t определяется трехмерной цепью
Маркова ξ(t) = {k(t), n(t), i(t)}, t > 0, где i(t) – число заявок на орбите, n(t) –
цепь Маркова, управляющая ММРP-потоком, k(t) – состояние блока обслу-
живания:

k(t) =





0 (все приборы свободны),
1 (один прибор занят),
. . .
k (k приборов занято),
. . .
K (все приборы заняты).

Обозначим: P{k(t) = k, n(t) = n, i(t) = i} = P (k, n, i, t) – вероятность того,
что в момент времени t блок обслуживания находится в состоянии k, цепь
Маркова, управляющая MMPP-потоком – в состоянии n и на орбите имеется
i заявок.

Для распределения вероятностей P (k, n, i, t) была составлена система диф-
ференциальных уравнений Колмогорова. В стационарном режиме система
уравнений баланса имеет следующий вид:

для i = 0:





−(λn + γ − qnn)P (0, n, 0) + µP (1, n, 0) +
N∑

v 6=n

qvnP (0, v, 0) + γ = 0,

−(λn + kµ+ γ − qnn)P (k, n, 0) + λnP (k − 1, n, 0) + σP (k − 1, n, 1) +

+ (k + 1)µP (k + 1, n, 0) +

N∑

v 6=n

qvnP (k, v, 0) = 0, k = 1,K − 1,

−(λn +Kµ+ γ − qnn)P (K,n, 0) + λnP (K − 1, n, 0) +

+ σP (K − 1, n, 1) +

N∑

v 6=n

qvnP (K, v, 0) = 0,

для i > 0:




−(λn + iσ + γ − qnn)P (0, n, i) + µP (1, n, i) +

N∑

v 6=n

qvnP (0, v, i) = 0,

−(λn + iσ + kµ+ γ − qnn)P (k, n, i) + λnP (k − 1, n, i) +

+ σ(i+ 1)P (k − 1, n, i + 1) + (k + 1)µP (k + 1, n, i) +

+

N∑

v 6=n

qvnP (k, v, i) = 0, k = 1,K − 1,

−(λn +Kµ+ γ − qnn)P (K,n, i) + λnP (K − 1, n, i) + λnP (K,n, i − 1) +

+ (i+ 1)σP (K − 1, n, i+ 1) +
N∑

v 6=n

qvnP (K, v, i) = 0,

где n = 1, . . . , N .
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Стоит отметить, что стационарный режим в рассматриваемой системе су-
ществует при любых значениях параметров, что обусловлено наличием по-
терь заявок в результате наступления катастроф.

Для дальнейшего исследования запишем систему в матричном виде, обо-
значив P(k, i) = {P (k, 1, i), . . . , P (k, n, i), . . . , P (k,N, i)}. Получим

для i = 0:




P(0, 0)(Q −Λ− γI) + µP(1, 0) + γI = 0,
P(k, 0)(Q −Λ− (kµ + γ)I) +P(k − 1, 0)Λ + σP(k − 1, 1) +

+ (k + 1)µP(k + 1, 0) = 0, k = 1,K − 1,
P(K, 0)(Q −Λ− (Kµ+ γ)I) +P(K − 1, 0)Λ + σP(K − 1, 1) = 0,

(2)

для i > 0:




P(0, i)(Q −Λ− (iσ + γ)I) + µP(1, i) = 0,
P(k, i)(Q −Λ− (iσ + kµ + γ)I) +P(k − 1, i)Λ +

+ σ(i + 1)P(k − 1, i + 1) + (k + 1)µP(k + 1, i) = 0, k = 1,K − 1,
P(K, i)(Q −Λ− (Kµ+ γ)I) +P(K − 1, i)Λ +P(K, i − 1)Λ+

+ (i+ 1)σP(K − 1, i+ 1) = 0.

(3)

Введем частичные характеристические функции:

Hk(u) =

∞∑

i=0

ejuiP(k, i),

где j – мнимая единица.

Из системы уравнений (2)–(3) получим:





H0(u)(Q −Λ) + jσH′
0(u) + µH1(u) + γI = 0,

Hk(u)(Q −Λ− (kµ + γ)I) + jσH′
k(u) +Hk−1(u)Λ−

− jσe−juH′
k−1(u) + (k + 1)µHk+1(u) = 0, k = 1,K − 1,

HK(u)(Q−Λ(1− eju)− (Kµ+γ)I)+HK−1(u)Λ− jσe−juH′
K−1(u) = 0.

(4)

Сложив все уравнения системы (4) и умножив на вектор e, получим так
называемое согласованное уравнение:

jσ(1− e−ju)

K−1∑

k=0

H′
k(u)e−HK(u)Λe(1 − eju) + γ − γ

K∑

k=1

Hk(u)e = 0.(5)

Решение H(u) = {H0(u), . . . ,Hk(u), . . . ,HK(u)} удовлетворяет условиям:

K∑

k=0

Hk(0) = r,

K∑

k=0

Hk(0)e = 1.
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Получить решение системы уравнений (4)–(5) в явном аналитическом виде
довольно затруднительно, поэтому далее предлагается использовать асимп-
тотический подход к исследованию [14]. Существует несколько направлений
асимптотического анализа, применяемых для построения аппроксимации ис-
комого распределения, которые можно классифицировать по предельным
условиям:

• условие большой загрузки системы (ρ→ Smax) [15];

• условие большой задержки заявок на орбите в RQ-системах (σ → 0) [16];

• условие высокой интенсивности входящего потока (λ→∞) [14].

Учитывая особенность функционирования рассматриваемой системы с ка-
тастрофами, можно сделать вывод, что предельные условия большой задерж-
ки и большой загрузки здесь неосуществимы. Из-за потерь заявок стацио-
нарный режим в такой модели существует при любых значениях парамет-
ров. Таким образом, систему удается исследовать лишь в условии высокой
интенсивности входящего потока положительных заявок. Данное предель-
ное условие обычно использовалось для анализа бесконечнолинейных систем
массового обслуживания [17, 18] и впервые было применено для исследования
RQ-систем с отрицательными заявками в [14].

3. Асимптотический анализ

Для описания условия высокой интенсивности в ММРР-потоке введем па-
раметр S, являющийся бесконечно большой величиной (S → ∞). Предста-
вим матрицы условных интенсивностей и инфинитезимальных характери-
стик следующим образом:

Λ = SΛ̃,

Q = SQ̃.

Такой вид матриц обусловлен определением высокоинтенсивного МАР-по-
тока (и MMPP-потока как его частного случая), представленным в моногра-
фии [18]. Совместное масштабирование матриц Q и Λ обеспечивает сопоста-
вимость интервалов времени между моментами поступления заявок и време-
нами пребывания ММРР-потока в своих состояниях, т.е. высокую динамику
входящего потока в целом.

Тогда из уравнений (4) и (5) получим систему:




H0(u)(SQ̃− SΛ̃) + jσH′
0(u) + µH1(u) + γI = 0,

Hk(u)(SQ̃ − SΛ̃− (kµ+ γ)I) + jσH′
k(u) +Hk−1(u)SΛ̃−

− jσe−juH′
k(u) + (k + 1)µHk+1(u) = 0, k = 1,K − 1,

HK(u)(SQ̃ − SΛ̃(1− eju)− (Kµ + γ)I) +HK−1(u)SΛ̃ −
− jσe−juH′

K−1(u) = 0,

(6)

jσ(1− e−ju)

K−1∑

k=0

H′
k(u)e−HK(u)SΛ̃e(1− eju) + γ − γ

K∑

k=1

Hk(u)e = 0.(7)
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В результате исследования данной системы методом асимптотического
анализа было сформулировано следующее.

Те ор ем а. Асимптотическая характеристическая функция h(u), ап-
проксимирующая характеристическую функцию стационарного распределе-
ния вероятностей числа заявок i(t) на орбите RQ-системы MMPP/M/K с
катастрофами в условии высокой интенсивности входящего потока, имеет
вид характеристической функции экспоненциального распределения:

h(u) =
γ

γ − juλ,

где λ = rΛe.

Дока з а т е л ь с т в о.

Введем асимптотические замены:

S =
1

ε
, u = εw, HK(u) = FK(w, ε),

Hk(u) = εFk(w, ε), k = 0, . . . ,K − 1,

(8)

где ε – бесконечно малая величина.

Подставим замены (8) в уравнения (6)–(7). После некоторых математиче-
ских преобразований получим:





F0(w, ε)(Q̃ − Λ̃) + jσF′
0(w, ε) + µεF1(w, ε) + γI = 0,

Fk(w, ε)(Q̃ − Λ̃− ε(kµ + γ)I) + jσF′
k(w, ε) + Fk−1(w, ε)Λ̃ −

− jσe−jwεF′
k−1(w, ε) + (k + 1)µεFk+1(w, ε) = 0, k = 1,K − 2,

FK−1(w, ε)(Q̃− Λ̃−ε((K−1)µ+γ)I)+ jσF′
K−1(w, ε)+FK−2(w, ε)Λ̃ −

− jσe−jwεF′
K−2(w, ε) +KµFK(w, ε) = 0, k = K − 1,

FK(w, ε)

(
1

ε
Q̃− 1

ε
Λ̃(1− ejwε)− (Kµ+ γ)I

)
+ FK−1(w, ε)Λ̃ −

− jσe−jwεF′
K−1(w, ε) = 0,

(9)

jσ(1− e−jwε)

K−1∑

k=0

F′
k(w, ε)e − FK(w, ε)

1

ε
Λ̃e(1− ejwε) + γ −

− γε
K−1∑

k=1

Fk(w, ε)e − γFK(w, ε)e = 0.

(10)
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Используя разложение в ряд Тейлора в уравнениях (9) и (10), получим:




F0(w, ε)(Q̃ − Λ̃) + jσF′
0(w, ε) + µεF1(w, ε) + γI = 0,

Fk(w, ε)(Q̃ − Λ̃− ε(kµ + γ)I) + jσF′
k(w, ε) + Fk−1(w, ε)Λ̃ −

− jσ(1− jεw)F′
k−1(w, ε) + (k + 1)µεFk+1(w, ε) = 0, k = 1,K − 2,

FK−1(w, ε)(Q̃− Λ̃−ε((K−1)µ+γ)I)+ jσF′
K−1(w, ε)+FK−2(w, ε)Λ̃ −

− jσ(1− jεw)F′
K−2(w, ε) +KµFK(w, ε) = 0, k = K − 1,

FK(w, ε)

(
1

ε
Q̃− 1

ε
Λ̃

(
− jεw− (jεw)2

2

)
− (Kµ+γ)I

)
+FK−1(w, ε)Λ̃ −

− jσ(1− jεw)F′
K−1(w, ε) = 0,

(11)

jσ

(
jεw− (jεw)2

2

)K−1∑

k=0

F′
k(w, ε)e−FK(w, ε)Λ̃e

(
− jw− ε(jw)

2

2

)
+ γ −

− εγ
K∑

k=1

Fk(w, ε)e − γFK(w, ε)e = 0.

(12)

Совершая некоторые преобразования, выполним в уравнениях (11)–(12)
предельный переход при ε→ 0, обозначив Fk(w) = lim

ε→0
Fk(w, ε). Получим





F0(w)(Q̃ − Λ̃) + jσF′
0(w) + γI = 0,

Fk(w)(Q̃ − Λ̃) + jσF′
k(w) + Fk−1(w)Λ̃ − jσF′

k−1(w) = 0,

FK−1(w)(Q̃ − Λ̃) + jσF′
K−1(w) +FK−2(w)Λ̃−

− jσF′
K−2(w) + µ(k + 1)FK(w) = 0, k = 1,K − 1,

FK(w)Q̃ = 0,

FK(w)(jwΛ̃ − (Kµ+ γ)I) + FK−1(w)Λ̃ − jσF′
K−1(w) = 0

(13)

и

FK(w)Λ̃ejw + γ − γFK(w)e = 0.(14)

Из предпоследнего уравнения (13), учитывая условия (1), нетрудно сде-
лать вывод, что решение имеет вид

FK(w) = rΦ(w),(15)

где r – стационарное распределение состояний ММРР-потока, а Φ(w) – неко-
торая скалярная функция.

Из уравнения (14) нетрудно получить, что

FK(w)(γ − jwΛ̃)e = γ.

Подставляя выражение (15) и учитывая равенства (1), получим вид функ-
ции Φ(w):

Φ(w) =
γ

γ − jw · rΛ̃e
.
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Таким образом, асимптотическая характеристическая функция распреде-
ления вероятностей числа заявок на орбите в условии высокой интенсивности
входящего потока имеет вид

h(u) = FK

(u
ε

)
+O(ε)≈ FK

(u
ε

)
e =

γ

γ − juλ,(16)

что эквивалентно характеристической функции экспоненциального распре-
деления с параметром γ/λ, где λ = rΛe – средняя интенсивность входящего
потока.

Заметим, что полученная формула аналогична результату, приведенному
ранее для модели М/М/К [14], что говорит об асимптотической эквивалент-
ности (в условии высокой интенсивности) распределения вероятностей числа
заявок на орбите в RQ-системах с катастрофами с входящим ММРР-потоком
и простейшим потоком заявок. А отсутствие параметра σ в асимптотической
формуле обусловлено наличием катастроф, которые приводят к мгновенному
обнулению орбиты и тем самым нивелируют влияние параметра интенсивно-
сти повторных обращений.

4. Численный анализ

Для анализа области применимости предложенных асимптотических ме-
тодов проведем численное сравнение полученного асимптотического распре-
деления PA(i), построенного путем дискретизации распределения (16), и рас-
пределения P (i), найденного с помощью численного алгоритма. Для реали-
зации численного анализа был написан алгоритм, включающий в себя блок
решений уравнений с элементами программирования, в программной среде
Mathcad Prime.

Для оценки степени близости этих распределений будем использовать мет-
рики, позволяющие количественно измерять различия между теоретически-
ми и экспериментальными результатами, например расстояние Колмогорова:

∆ = max

∣∣∣∣∣

i∑

n=0

PA(n)−
i∑

n=0

P (n)

∣∣∣∣∣

и относительные погрешности моментов первого и второго порядка.

Рассмотрим несколько примеров. Пусть параметры системы принимают
следующие значения:

µ = 1, γ = 1, σ = 30, K = 3, Λ = SΛ̃, Q = SQ̃, S = 60,

Λ̃ =




0,9 0 0 0
0 1,5 0 0
0 0 1,8 0
0 0 0 2


 , Q̃ =




−0,4 0,1 0,1 0,2
0,1 −0,5 0,2 0,2
0,2 0,2 −0,7 0,3
0,1 0,4 0,1 −0,6


 .
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Рис. 2. Сравнение асимптотического PA(i) и точного P (i) распределений ве-
роятностей числа заявок на орбите для RQ-системы ММРР/M/K.

Рис. 3. Сравнение асимптотического PA(i) и численного P (i) распределений
вероятностей для RQ-системы М/M/K.

На рис. 2 представлено сравнение асимптотического и численного рас-
пределений вероятностей числа заявок на орбите для рассмотренных пара-
метров.

Расстояние Колмогорова между распределениями в данном случае: ∆ =
= 0,034.

Так как в работе была показана асимптотическая эквивалентность си-
стем с ММРР и простейшим потоками, то в следующем численном приме-
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ре продемонстрируем сравнение асимптотического и точного распределений
для системы М/М/К, при этом значения параметров выберем аналогичными
предыдущему примеру. На рис. 2 представлены результаты сравнения.

Расстояние Колмогорова между распределениями в рассмотренном случае
составило ∆ = 0,033.

Сравнивая распределения, представленные на рис. 2 и 3, можно сделать
вывод, что распределения вероятностей числа заявок в RQ-системах с ММРР
и простейшим входящими потоками действительно достаточно близки. Ос-
новное различие наблюдается в точке i = 0, для которой разность вероятно-
стей для различных численных примеров не превысила 0,005. Отметим, что
близость распределений увеличивается с ростом интенсивности λ.

В следующих таблицах приведем результаты оценки точности предложен-
ной аппроксимации для различных значений средней интенсивности входя-
щего потока.

Таблица 1. Расстояние Колмогорова между асимптотическим
и численным распределением для разных значений λ

λ = 10 λ = 50 λ = 100 λ = 150

∆ 0,206 0,048 0,024 0,011

Таблица 2. Относительная погрешность асимптотического среднего

λ = 10 λ = 50 λ = 100 λ = 150

△ 0,305 0,075 0,038 0,019

Таблица 3. Относительная погрешность асимптотической дисперсии

λ = 10 λ = 50 λ = 100 λ = 150

△ 0,517 0,145 0,075 0,038

Из полученных результатов можно сделать вывод, что точность метода
увеличивается с ростом интенсивности потока, что согласуется с рассматри-
ваемым асимптотическим условием. Предполагая приемлемой погрешностью
∆ < 0,05, можно говорить о применимости асимптотических результатов для
λ > 50 для приведенных значений параметров системы. Однако можно заме-
тить, что наибольшее расхождение между распределениями наблюдается в
точке i = 0 («нулевом» состоянии системы), что обусловлено особенностями
функционирования систем с катастрофами.

Отметим также, что проведенные многочисленные численные эксперимен-
ты показали, что при достаточно больших значениях интенсивности входя-
щего потока значения других параметров системы, а именно числа занятых
приборов (при неизменной суммарной интенсивности обслуживания) и вели-
чины задержки, оказывают несущественное влияние на результаты.
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5. Заключение

В работе рассмотрена многолинейная RQ-система с входящим MMPP-
потоком и катастрофами. Проведено исследование системы методом асимп-
тотического анализа в условии высокой интенсивности входящего потока. До-
казано, что асимптотическая характеристическая функция числа заявок на
орбите имеет вид характеристической функции экспоненциального распре-
деления. Стоит заметить, что полученное асимптотическое распределение не
зависит от вида матриц входящего ММРР-потока, а только от средней ин-
тенсивности входящего потока. Таким образом в работе показано, что асимп-
тотическое поведение системы (а именно распределение вероятностей числа
заявок на орбите) эквивалентно функционированию более простой системы
с простейшим входящим потоком, что может иметь широкое практическое
значение в силу необходимости оценки лишь средних значений потока из ста-
тистических данных.

В работе также приведены результаты численного анализа результатов, из
которых можно сделать вывод о высокой точности предлагаемой аппроксима-
ции при значениях интенсивности входящего потока, в 50–100 раз превышаю-
щих интенсивность обслуживания. При этом наибольшая погрешность ап-
проксимации наблюдается в оценке вероятности «нулевого» состояния. В бу-
дущих исследованиях планируется разработать методы оценки вероятности
данного состояния и разработать модификацию асимптотического метода
для более сложных систем, например учитывающих эффект нетерпеливости
заявок.
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СЕРИЯ ИНВАРИАНТНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК РЕАЛЬНЫХ СЕТЕЙ1

Предлагается обобщение двух известных инвариантов реальных сетей:
степени и кси-центральности. Строится серия центральностей, основан-
ная на матрице Лапласа сети и параметризованная параметром j со сле-
дующими свойствами: во-первых, при j = 0, 1 эти центральности совпа-
дают со степенью и кси-центральностью; во-вторых, их распределение
хорошо приближается распределением Вейбулла; в-третьих, для реаль-
ных сетей они имеют правостороннюю асимметрию, а для искусственных
сетей имеют симметричное распределение. Пороговое значение 1 коэф-
фициента асимметрии Пирсона, посчитанное для каждого элемента этой
серии, позволяет отличить реальные сети от искусственных.

Ключевые слова: сети, центральности, локальные и глобальные харак-
теристики графов, матрица Лапласа, дискретный оператор Лапласа–
Бельтрами.
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1. Введение

Одним из наиболее известных инвариантов реальных сетей или сетей, ос-
нованных на реальных данных, является форма распределения центрально-
сти степени. В работе [1] было обнаружено свойство реальных сетей: для
реальных сетей центральность степени имеет степенное распределение, а для
случайных сетей это распределение биномиальное, которое впоследствии бы-
ло названо свойством безмасштабности. Также они предложили алгоритм [2]
для построения сети, удовлетворяющей этому свойству, однако у построен-
ной сети оказался небольшой средний кластерный коэффициент, т.е. сеть не
являлась сетью малого мира. Одним из ключевых соображений авторов бы-
ло то, что распределение степеней на логарифмическом графике имеет ли-
нейную структуру с <тяжелым хвостом>, поэтому усеченный график этого
распределения удовлетворяет степенному закону. На данный момент вопрос
о том, удовлетворяет ли распределение степеней в реальных сетях степенно-
му закону, остается спорным [3], однако правосторонняя асимметрия этого

1 Исследование осуществлено в рамках Программы фундаментальных исследований
НИУ ВШЭ.
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распределения остается неоспорима. Также в [3] авторы отмечают, что рас-
пределение Вейбулла куда более точно описывает распределение степеней в
реальных сетях.

В [4] был предложен алгоритм для построения безмасштабной сети с
большим средним кластерным коэффициентом. В [5] автор обнаружил, что
свойства малого мира и безмасштабности недостаточны для сетей реально-
го мира. Точнее, автор предложил новую центральность, называемую кси-
центральностью, распределение которой хорошо описывается распределени-
ем Вейбулла, имеет линейную структуру с тяжелым хвостом на логарифми-
ческом графике, является правосторонне асимметричной для реальных сетей
и центральной для модельных сетей или искуственных. Это в свою очередь,
показывает, что распределение кси-центральности отличает реальные сети от
искусственных.

В данной работе построен ряд центральностей, основанных на степени
и кси-центральности, которые также хорошо описываются распределением
Вейбулла и обладают схожими свойствами для различения реальных и ис-
кусственных сетей. Эти новые инварианты основаны на матрице Лапласа и
связаны с ее спектром.

2. Обобщение степени и кси центральностей

2.1. Основная теория

Рассмотрим граф G как одномерный симплициальный комплекс. Пусть
для простоты G – простой неориентированный связный граф. Чтобы постро-
ить из него цепной комплекс, нужно добавить ориентацию на ребра G. Так
как определение не будет зависеть от ориентации, выберем ориентацию поз-
же. Пусть Ck – k-мерная группа цепей над R, соответствующая этому симпи-
цаильному комплексу. Для графа нетривиальными являются только размер-

ности: C0 и C1. Граничное отображение C0
∂1←− C1 порождает отображение

между двойственными пространствами (т.е. линейными функциями на це-

пях) C0 ∂0

−→ C1.

Пусть (·, ·) – скалярное произведение на k-мерных цепях Ck. С помощью

этого произведения можно определить двойственное отображение C0 (∂0)∗←−−−C1

следующим образом: для любых двух функций f, g ∈ Ck имеем (∂kf, g) =

=
(
f, (∂k)∗g

)
. Таким образом, цепной комплекс и коцепной комплекс имеют

следующий вид:

C0
∂1−→ C1,

C0
∂0

⇄
(∂0)∗

C1.

Отображение L = (∂0)∗∂0 : C0 → C0 называется дискретным оператором
Лапласа–Бельтрами и задается матрицей Лапласа, если в C0 и C1 выбрать
канонический базис.
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Рис. 1. Образы при отображении Лапласа–Бельтарми для функции χ0
i

(сверху) и χ1
i (снизу).

Обозначим для некоторой вершины i множество ее j-х соседей (т.е. все
вершины в точности на расстоянии j от i) через N j(i). Рассмотрим для неко-
торого фиксированного i характеристическую функцию ее j-х соседей χj

i ,
а именно

χj
i (k) =

{
1, k ∈ N j(i),

0 в противном случае.

Можно рассматривать эту функцию χj
i как элемент C0, поскольку она

определена как функция на вершинах. Заметим, что вне зависимости от опре-
деления центральности, любая центральность может рассматриваться как
элемент C0. Также отметим, что

∑
j χ

j
i ∈ ker(L).

Опр е д е л е н и е 1. Назовем центральностью j-соседей следующее
выражение:

ξji =

(
Lχj

i , χ
j
i

)

(
χj
i , χ

j
i

) для i ∈ V (G).

Рассмотрим первые два элемента центральности j-соседей.

1) В случае j = 0 характеристическая функция χ0
i является характеристи-

ческой функцией вершины i. Зафиксируем i и определим ориентацию наG: на
индуцированных подграфах N j(i) определим любую ориентацию, а осталь-
ные ребра ориентируем так, чтобы их начала были в N j(i), а концы в N j+1(i)
для любого j. Если j = 0, то образ ∂0

(
χ0
i

)
– это элемент C1, равный −1 на

ребрах, исходящих из вершины i, и 0 в противном случае (см. рис. 1 сверху).
Образ (∂0)∗∂0

(
χ0
i

)
∈ C0 – это функция, равная deg(i) в вершине i, −1 в ее

соседях и 0 в остальных вершинах. Следовательно,
(
Lχ0

i , χ
0
i

)
= deg(i) и ξ0i =

= deg(i).

2) В случае j = 1 характеристическая функция χ1
i – это характеристи-

ческая функция соседей вершины i. Образ ∂0
(
χ1
i

)
∈ C1 – это функция,
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равная 1 на ребрах, выходящих из вершины i, −1 на ребрах, выходящих
из N 1(i), и 0 в остальных (см. рис. 1 снизу). Образ (∂0)∗∂0

(
χ1
i

)
∈ C0 – это

функция, равная − deg(i) в вершине i, равная числу внешних связей пер-
вой окрестности

∣∣E
(
k,N 2(i) ∪ {i}

)∣∣ (т.е. числу ребер между этой окрест-
ностью и всем остальным в графе) для любой вершины k ∈ N 1(i), рав-
ная −

∣∣E
(
k,N 1(i)

)∣∣ для k ∈ N 2(i) и 0 в остальных случаях. Следователь-
но,

(
Lχ1

i , χ
1
i

)
= |E(N 1(i), V (G) \ N 1(i))| и

(
χ1
i , χ

1
i

)
– это число первых сосе-

дей N 1(i), т.е. deg(i). Таким образом, ξ1i = ξi, что определено в статье [5].

Центральность j-соседей является обобщением двух инвариантов реаль-
ных сетей: степени и кси-центральности. Заметим, что эту центральность
также можно переписать, используя числовые характеристики графа.

Те ор ем а 1. Для любого графа центральность j-соседей равна

ξji =

∣∣out
(
N j(i)

)∣∣∣
∣∣N j(i)

∣∣ ,

где out(H) = E(H,V (G) \H) – множество связей между множеством H и
остальными вершинами.

Дока з а т е л ь с т в о. Это очень простой факт, вытекающий из формулы
для билинейной формы матрицы Лапласа:

(
Lx, x

)
=

∑
k,l∈V (G),k∼l

(xk − xl)2 и,

следовательно, (xk−xl)2 = 1, если только xk = 1 (и, следовательно, k ∈ N j(i))
и xl = 0 (и, следовательно, l /∈ N j(i), l ∼ k) и наоборот.

В случае, если граф имеет изолированную вершину i, доопределим ξji = 0.
Также отметим, что по определению эти центральности связаны с числом
Чигера и максимальным собственным значением матрицы Лапласа.

Те ор ем а 2. Рассмотрим неориентированный граф G. Пусть h(G) –
число Чигера графа G. Если

∣∣N j(i)
∣∣ 6 n

2 , то ξji > h(G).

Отметим, что для реальных сетей
∣∣N j(i)

∣∣ 6 n
2 почти всегда выполнено.

Те ор ем а 3. Рассмотрим неориентированный граф G. Обозначим
спектр матрицы Лапласа 0 = l1 6 l2 6 · · · 6 ln. Выполняется ξji 6 ln.

2.2. Вычисления

Теорема 1 может быть использована для последовательного по j вычисле-
ния центральности j-соседей. Будем хранить в памяти две характеристиче-
ские матрицы χj−1

i (k) и χj−2
i (k) для i, k ∈ V (G) c двух предыдущих шагов.

Пусть k индексирует столбцы. Алгоритм вычисления центральности j-сосе-
дей следующий:

1) Инициализация: χ0 = I, χ1 = A, где I – единичная матрица, A – матрица
смежности;

2) Находим матрицу χj = xor(Aχj−1, χj−2);

3) Для каждого i вычисляем (Lχj
i , χ

j
i ) и (χj

i , χ
j
i ) = sum

k
(χj

i ).

Для j = 0 и j = 1 центральность j-соседей – это степень и кси-централь-
ность, их можно вычислить отдельно. Для вычисления кси-центральности
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см. [5]. Заметим, что вычислительную сложность можно понизить, если до-
полнительно сохранять матрицу Aχj−1, которая используется при вычисле-
нии матрицы Lχj на предыдущем шаге.

3. Сравнение распределений реальных сетей и модельных

Были посчитаны распределения центральностей ξj для j = 1, 2, 3, 4 для ре-
альных сетей из [5] и для сетей моделей Эрдёша–Реньи, Барабаши–Альберта,
Уоттса–Строгаца и Боккалетти–Хван–Латора (искусственных). Для реаль-
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Рис. 2. Распределения центральностей ξj для j = 1, 2, 3, 4 для реальных сетей
из [5], аппроксимированные распределением Вейбулла, и их коэффициенты
асимметрии Пирсона.
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Рис. 3. Распределения центральностей ξj для j = 1, 2, 3, 4 для реальных сетей
из [5], аппроксимированные распределением Вейбулла, и их коэффициенты
асимметрии Пирсона.

ных сетей видно аналогичное поведение, как и для распределения степе-
ней и распределения кси [5]: эти распределения хорошо приближаются рас-
пределением Вейбулла, имеют правостороннюю асимметрию и почти линей-
ны на логарифмическом графике с некоторым шумом и хвостом (рис. 2–7.
Остальные рисунки доступны по ссылке: OSF. http://osf.io/d3wsj. Доступно
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Рис. 4. Распределения центральностей ξj для j = 1, 2, 3, 4 для реальных сетей
из [5], аппроксимированные распределением Вейбулла, и их коэффициенты
асимметрии Пирсона.

c 28 июля 2026). Кроме того, получаем тот же результат для сетей Эрдеша–
Реньи, Барабаши–Альберта, Уоттса–Строгаца и Боккалетти–Хван–Латора,
что и в [5]: распределения оказываются симметричными (рис. 8, 9).

Также вычисление коэффициента асимметрии Пирсона подтверждает
этот результат. Реальные сети и модельные для каждой центральности
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Рис. 5. Распределения центральностей ξj для j = 1, 2, 3, 4 для реальных сетей
из [5], аппроксимированные распределением Вейбулла, и их коэффициенты
асимметрии Пирсона.

серии разделяются посредством коэффициента асимметрии Пирсона. Для
проверки качества бинарного классификатора “реальная сеть против ис-
кусственной” был проведен ROC-анализ [6] на основе значений коэффи-
циента асимметрии Пирсона (анализ разделяющей способности, рис. 10).
Для анализа было использовано 16 реальных сетей, приведенных в статье,
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Рис. 6. Распределения центральностей ξj для j = 1, 2, 3, 4 для реальных сетей
из [5], аппроксимированные распределением Вейбулла, и их коэффициенты
асимметрии Пирсона.

и 32 искусственные c различными параметрами: по 8 на каждую из мо-
делей. Были выбраны следующие параметры: для модели Эрдеша–Реньи
n = 4000, p = 0,001; 0,002; 0,005; 0,01; 0,02; 0,05; 0,1; 0,2, для модели Уоттса–
Строгаца n = 4000, k = 20, p = 0,001; 0,005; 0,01; 0,02; 0,05; 0,1; 0,3; 0,5, для мо-
дели Барабаши–Альберта n = 4000, m = 3, 5, 7, 9, 12, 20, 30, 43, для модели
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Рис. 7. Распределения центральностей ξj для j = 1, 2, 3, 4 для реальных сетей
из [5], аппроксимированные распределением Вейбулла, и их коэффициенты
асимметрии Пирсона.

Боккалетти–Хван–Латора n = 2000, n0 = 50,m = 4, 6, 8, 10, 12, 20, 30, 43. При
фиксированном j = 1, 2, 3, 4 для каждого порогового значения были посчита-
ны доли TPR (истинно положительных) и FPR (ложноположительных) се-
тей, и посчитана AUC (площадь под ROC-кривой). Для каждого j = 1, 2, 3, 4
значение AUC оказалось близко к 1 (идеальному классификатору), что под-
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Рис. 8. Распределения центральностей ξj для j = 1, 2, 3, 4 для моде-
лей Эрдеша–Реньи (n, p) = (4000, 0, 02) и Уоттса–Строгаца (n, k, p) =
= (4000, 21, 0, 3), аппроксимированные распределением Вейбулла, и их
коэффициенты асимметрии Пирсона.

тверждает надежность центральностей j-соседей отличать реальные сети от
искусственных посредством коэффициента асимметрии Пирсона. Также по-
роговое значение 1 коэффициента асимметрии Пирсона, оказалось оптималь-
ным порогом классификации (на рис. 10 красная точка): реальные сети име-
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Рис. 9. Распределения центральностей ξj для j = 1, 2, 3, 4 для моде-
лей Барабаши–Альберта (n,m) = (4000, 43) и Боккалетти–Хван–Латора
(n,m, n0) = (4000, 20, 100), аппроксимированные распределением Вейбул-
ла, и их коэффициенты асимметрии Пирсона.

ют коэффициент асимметрии Пирсона сильно больше 1, а модельные мень-
ше 1 (в модели Боккалетти–Хванга–Латора распределение четвертой цен-
тральности оказалось слишком зашумленным).
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Рис. 10. ROC-кривые для бинарного классификатора “реальные сети против
искусственных” на основе коэффициента асимметрии Пирсона, посчитанного
по распределению центральностей ξj для j = 1, 2, 3, 4. Красная точка соответ-
ствует пороговому значению 1.

4. Заключение

В данной статье построена последовательность центральностей, называе-
мых центральностями j-соседей, основанных на матрице Лапласа или дис-
кретном аналоге оператора Лапласа–Бельтрами для графа. С точки зрения
теории графов эти центральности связаны с числом Чигера и максималь-
ным собственным значением матрицы Лапласа. С точки зрения приложений
эти центральности являются обобщением двух центральностей с инвариант-
ными распределениями для реальных сетей: центральности степени и кси-
центральности (случаи j = 0, 1). Они имеют правостороннее скошенное рас-
пределение для реальных сетей, отличное (симметричное) для искусствен-
ных, и приближаются распределением Вейбулла. Показано, что пороговое
значение 1 в коэффициентах асимметрии Пирсона отличает реальные сети
от искусственных для каждого инварианта.

Эти центральности j-соседей названы инвариантными характеристиками,
потому что для любой сети, независимо от области ее применения (биоло-
гическая, социальная, интернет и т.д.), независимо от ее структуры, соот-
ношения числа вершин и ребер, распределения этих центральностей оказы-
ваются правосторонне асимметричными, аппроксимируются распределением
Вейбулла, а также демонстрируют линейное поведение с тяжелым хвостом на
логарифмическом графике (как в случае свойства безмасштабности). Однако
для свойства безмасштабности существует хорошая теория, объясняющая его
возникновение, и модель построения сетей с этим свойством, но предложен-
ные здесь центральности представляют собой совершенно новые инварианты,
и многие из них еще предстоит изучить. Тем не менее они уже могут быть
использовать на практике. Например, их можно использовать для провер-
ки того, является ли искомая сеть реальной или искусственной. Кроме того,
поскольку они являются инвариантами реальных сетей, они являются важ-
ными кандидатами для признаков в GML-моделях или моделях машинного
обучения на основе графов.
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МЕТОД ПЛАНИРОВАНИЯ ПОТРЕБНОСТЕЙ В МАТЕРИАЛАХ
ДЛЯ ГИБКИХ ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ СИСТЕМ

С ОГРАНИЧЕННЫМИ РЕСУРСАМИ
НА ОСНОВЕ ИНВЕРСНЫХ СЕТЕЙ ПЕТРИ1

В работе решается задача обеспечения алгоритмической замкнутости
процесса обратного планирования материальных потребностей в дис-
кретных производственных системах на основе инверсных сетей Петри.
Предложен алгоритм автоматического рекурсивного пересчета остатков
(ААРПО), реализующий формальную процедуру виртуального срабаты-
вания переходов с топологическим ранжированием позиций и маскирова-
нием ресурсных узлов. Алгоритм обеспечивает полную декомпозицию ма-
териальных потоков до множества исходных компонентов без изменения
структуры сети и корректно различает расходуемые материалы и возоб-
новляемые ресурсы. Экспериментальная верификация на модели много-
стадийного сборочного производства в среде GPenSIM показала полное
совпадение расчетных потребностей с теоретическими значениями, под-
тверждая достижение алгоритмической замкнутости и исключение необ-
ходимости экспертной интерпретации.

Ключевые слова: дискретно-событийные системы, инверсная сеть Петри,
планирование потребностей в материалах, проблема остаточных марке-
ров, алгоритм автоматического рекурсивного пересчета остатков, маски-
рование ресурсов, GPenSIM.
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1. Введение

Планирование потребности в материалах (Material Requirements Planning,
MRP) составляет фундаментальную задачу управления дискретными произ-
водственными системами, определяя эффективность использования ресурсов
и устойчивость выполнения производственной программы [1, 2]. Традици-

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Стипендии правительства Китая и Ми-
нистерства науки и высшего образования Российской Федерации (соглашение № 075-15-
2025-674 от 20 августа 2025 г.).
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онные системы MRP и модули ERP базируются на детерминированных ве-
домостях материалов и фиксированных нормах расхода, реализуя алгоритм
разузлования изделий для расчета зависимого спроса [1, 3]. Данный подход
неявно предполагает бесконечную доступность производственных мощностей
и игнорирует структурные ограничения реальных систем. В условиях парал-
лельных операций и конкуренции за ресурсы стандартная логика MRP требу-
ет сложного согласования с задачами календарного планирования [2, 4], что
снижает автоматизации принятия решений. В условиях перехода к киберфи-
зическим системам проблема анализа отклонений и управления эффективно-
стью становится особенно острой [5], требуя более совершенных инструментов
моделирования.

В последние десятилетия существенное внимание исследователей привле-
кают формальные модели дискретно-событийных систем [6, 7], прежде все-
го сети Петри [8, 9], обеспечивающие строгое математическое описание ди-
намики производства с учетом параллелизма, синхронизации и ресурсных
конфликтов. Сети Петри предоставляют унифицированный математический
аппарат для моделирования материальных и ресурсных потоков, анализа до-
стижимости состояний и синтеза стратегий управления [10, 11]. Особый ин-
терес представляет обратная задача: определение начальных потребностей в
сырье на основе заданного целевого выпуска продукции.

Формальные основы этого направления заложены в работах по инверс-
ным сетям Петри [12], где обращение матрицы инцидентности позволяет ана-
литически связать целевую и начальную маркировки. Данный подход был
адаптирован для задач MRP в [13], где предложено использовать инверс-
ные сети для визуализации результатов планирования, включая построение
диаграмм Ганта. Однако этот метод не решает проблему остаточных мар-
керов, возникающих при некратности размеров партий объему заказа, что
вынуждает прибегать к ручной корректировке результатов. Наличие таких
остатков в промежуточных позициях приводит к состоянию структурной
блокировки: алгоритм останавливается, не достигнув уровня исходного сы-
рья. В результате процесс планирования теряет алгоритмическую замкну-
тость, а часть реальных требований остается скрытой в виде незавершенного
производства.

Анализ литературы показывает, что задача автоматического устранения
остаточных состояний при обратном планировании в дискретно-событийных
моделях с некратными партиями остается открытой. Ключевыми требова-
ниями к решению являются: сохранение структуры исходной модели сети
Петри; корректное различение расходуемых материалов и возобновляемых
ресурсов; возможность прямой интеграции в имитационную среду без перехо-
да к внешним оптимизационным постановкам; обеспечение алгоритмической
замкнутости, т. е. обеспечение полной декомпозиции материальных потоков
до уровня исходного сырья за конечное число шагов.
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Целью данной работы является разработка алгоритма автоматического ре-
курсивного пересчета остатков (ААРПО), обеспечивающего полную декомпо-
зицию материальных потоков в инверсных сетях Петри. Предложенный алго-
ритм реализует процедуру виртуального срабатывания переходов с тополо-
гическим ранжированием материальных позиций и маскированием ресурс-
ных узлов. В отличие от метода [13] ААРПО автоматически устраняет все
остаточные маркеры и обеспечивает последовательную декомпозицию мате-
риальных потоков до множества исходных компонентов без участия эксперта.
При этом сохраняется семантика модели и корректно учитывается различие
между материальными и ресурными позициями. Алгоритм реализован в сре-
де GPenSIM [14] и верифицирован на модели многостадийного сборочного
производства в условиях конкуренции за мощности.

2. Постановка задачи и математическое моделирование

2.1. Формализация производственной системы

Рассматривается дискретная производственная система, технологическая
структура которой задана в виде P/T-сети Петри [8]. Модель используется
для формального описания материальных потоков, технологических опера-
ций и возобновляемых ресурсов в процессе производства. Предполагается,
что структура изделия и технологические маршруты заданы детерминиро-
ванно, а все операции выполняются дискретными партиями с фиксирован-
ными коэффициентами потребления. Формально производственная система
описывается сетью Петри:

N =< P, T, F,W,M0 >,(1)

где P = {p1, . . . , pn} – конечное множество позиций, моделирующих буфе-
ры, складские зоны и ресурсы; T = {t1, . . . , tm} – конечное множество пере-
ходов, представляющих технологические операции; F ⊆ (P × T ) ∪ (T × P ) –
множество ориентированных дуг, задающее структуру сети; W : F → N

+ –
функция весов дуг, определяющая коэффициенты расхода и выпуска партий;
M0 : P → N0 – начальная маркировка, задающая распределение материаль-
ных запасов и доступность ресурсов.

Динамика сети описывается стандартным уравнением состояния в вектор-
ной форме:

(2) Mk+1 =Mk +Buk,

где k – номер дискретного шага; Mk ∈ N
n
0 – вектор маркировки на шаге k;

uk ∈ N
m
0 – вектор срабатываний переходов (количество запусков каждого

перехода); B ∈ Z
n×m – матрица инцидентности сети Петри, определяемая

как B = B+ −B−, где B−(p, t) =W (p, t) для (p, t) ∈ F , B+(p, t) =W (t, p) для
(t, p) ∈ F , и 0 в остальных случаях.

100



2.2. Инверсная сеть Петри для обратного планирования

Для задач планирования потребности в материалах рассматривается об-
ратная постановка: задана целевая маркировка Mtarget : P → N0, определяю-
щая требуемый объем выпуска готовой продукции, необходимо определить
начальную маркировку Mraw : Praw → N0, задающую потребности в исходном
сырье.

Для решения данной задачи вводится инверсная сеть Петри:

(3) N−1 = (P, T, F−1,W−1,Mtarget),

где F−1 = {(y, x) | (x, y) ∈ F} – инверсное отношение инцидентности (все ду-
ги меняют направление); W−1(y, x) =W (x, y) для всех (x, y) ∈ F – инверсная
функция весов (веса дуг сохраняются); Mtarget – целевая маркировка, исполь-
зуемая как начальное состояние для обратного вывода.

Матрица инцидентности инверсной сети связана с матрицей прямой сети
соотношением

(4) B−1 = B−1+ −B−1− = B− −B+ = −B.

Обратное моделирование в N−1, начиная с Mtarget, позволяет последова-
тельно восстанавливать потребности в полуфабрикатах и материалах, двига-
ясь от конечной продукции к исходному сырью, при сохранении структурного
соответствия между сетью и технологическим процессом.

2.3. Таксономия позиций

Критически важным элементом предлагаемой модели является введение
строгой таксономии множества позиций P , обеспечивающей корректность об-
ратного вывода в инверсной сети. Для этого вводится бинарное разбиение

(5) P = Pmat ∪ Pres, Pmat ∩ Pres = ∅.

Материальные позиции Pmat интерпретируются как расходуемые и про-
изводимые объекты: сырье, заготовки, полуфабрикаты, готовая продукция.
Такие позиции участвуют в трансформационных процессах, и токены в них
представляют реальные материальные запасы. Граничные классы матери-
альных позиций определяются:

(6)

Praw = {p ∈ Pmat | •p = ∅} (исходное сырье),

Pprod = {p ∈ Pmat | p• = ∅} (готовая продукция),

Pinter = Pmat \ (Praw ∪ Pprod) (промежуточная продукция),

где •p = {t ∈ T | (t, p) ∈ F} – множество входных переходов позиции p (про-
изводителей в прямой сети), а p• = {t ∈ T | (p, t) ∈ F} – множество выходных
переходов (потребителей).
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Ресурсные позиции Pres моделируют возобновляемые производственные
мощности: станки, оборудование, рабочие места, персонал. Такие позиции
являются консервативными: токены в них циркулируют, отражая занятость
и освобождение ресурса, но не потребляются безвозвратно. Формально для
каждой ресурсной позиции p ∈ Pres выполняется условие:

(7) ∀t ∈ •p ∪ p• : W (p, t) =W (t, p).

Это означает, что каждое срабатывание перехода, забирающее токен ре-
сурса на входе, возвращает его на выходе с тем же весом, обеспечивая сохра-
нение суммарной маркировки ресурсной позиции во времени.

2.4. Проблема остаточных маркеров

Принципиальная сложность задачи обратного планирования связана с
дискретностью производственных партий. В реальных системах веса дуг, за-
дающие коэффициенты расхода и выпуска, как правило, не согласованы с
целевым объемом заказа и не являются его делителями. Для формального
описания этого эффекта введем множество остаточных позиций R:

R =

{
p ∈ Pinter

∣∣∣∣ 0 < Mfinal(p) < min
t∈T (p)

W−1(p, t)

}
,(8)

где T (p) = {t ∈ T |W−1(p, t) > 0} – множество выходных переходов позиции p
в инверсной сети; Mfinal : P → N0 – маркировка, полученная в результате об-
ратной имитации до момента остановки; W−1(p, t) – вес дуги p→ t в инверс-
ной сети.

Наличие таких позиций означает, что количество маркеров в них поло-
жительно, но недостаточно для активации ни одного исходящего перехода
(в логике прямой сети). В терминах инверсной сети это означает структур-
ную блокировку: алгоритм не может продолжить декомпозицию материаль-
ных потоков дальше вверх по технологической цепи, так как ни один переход-
производитель не может быть активирован согласно стандартным правилам
срабатывания.

2.5. Формулировка задачи

Наличие множества остаточных позиций R 6= ∅ означает, что план матери-
альных потребностей является неполным: часть реальных требований остает-
ся скрытой в виде незавершенного производства на промежуточных стадиях
и не декомпозируется до уровня исходного сырья Praw. В существующих под-
ходах данная проблема компенсируется ручной экспертной корректировкой
результатов моделирования, что снижает уровень автоматизации, воспроиз-
водимости и надежности планирования.

Постановка задачи. Для заданной инверсной сети Петри N−1 и целевой
маркировки Mtarget требуется разработать автоматическую процедуру пере-
счета маркировки Mfinal, обладающую следующими свойствами:
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1. Алгоритмическая полнота: достижение состояния R = ∅, при котором
все промежуточные маркеры полностью декомпозированы до уровня сырья;

2. Инвариантность структуры: сохранение исходной топологии сети Петри
без введения дополнительных позиций или переходов;

3. Ресурсная семантика: корректное разграничение расходуемых материа-
лов (Pmat) и возобновляемых ресурсов (Pres) для исключения ложных запро-
сов на оборудование;

4. Сходимость и детерминизм: завершение расчета за конечное число ша-
гов с формированием однозначного вектора потребностей;

5. Программная интеграция: возможность прямой реализации в среде
GPenSIM без обращения к внешним солверам.

Решение данной задачи обеспечит переход от открытого процесса плани-
рования (требующего человеческого участия) к замкнутому, полностью ав-
томатизированному алгоритму обратного вывода на основе инверсных сетей
Петри.

3. Разработка алгоритма автоматического устранения
остаточных состояний

Для разрешения проблемы незамкнутости, сформулированной в разде-
ле 2, предлагается алгоритм автоматического рекурсивного пересчета остат-
ков (ААРПО). Алгоритм применяется после выполнения стандартной проце-
дуры обратного моделирования и использует полученную маркировку Mfinal

в качестве исходного состояния для коррекции.

3.1. Ключевая идея алгоритма

Алгоритм интерпретирует остаточные маркеры в промежуточных ма-
териальных позициях (p ∈ R) как недекомпозированные требования, кото-
рые необходимо последовательно распространить вверх по технологической
структуре до уровня исходного сырья (Praw). При этом алгоритм не модифи-
цирует структуру сети Петри и не вводит внешних оптимизационных моде-
лей, а действует исключительно на уровне маркировки, используя правила
виртуального срабатывания переходов.

Под виртуальным срабатыванием понимается формальная процедура об-
новления маркировки, имитирующая запуск перехода в обратном направле-
нии (в инверсной сети) с целью устранения остатка в выходной позиции. В от-
личие от стандартного срабатывания виртуальное срабатывание не требует
выполнения предусловий (достаточности входных маркеров), а принудитель-
но рассчитывает необходимую кратность запусков на основе операции округ-
ления вверх.
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3.2. Маскирование ресурсных позиций

Для корректного различения расходуемых материалов и возобновляемых
ресурсов вводится индикаторная функция маскирования

(9) δ(p) =

{
1, p ∈ Pmat,

0, p ∈ Pres.

Функция δ(p) используется для блокирования распространения остаточ-
ных требований через ресурсные позиции. Это обеспечивает инвариантность
алгоритма по отношению к циклам использования оборудования и предот-
вращает ложное формирование потребностей в средствах производства. Фи-
зически это означает, что при виртуальном срабатывании перехода потреб-
ность в токенах из ресурсных позиций не включается в итоговый расчет мате-
риальных потребностей, поскольку ресурс не расходуется, а лишь временно
используется. Формально множество Pres задается на этапе инициализации
алгоритма как входной параметр. Отсутствие данного параметра в случае
наличия ресурсных позиций в модели может привести к критическим логиче-
ским ошибкам: циклические потоки ресурсов будут восприняты алгоритмом
как материальные, что вызовет ложное формирование заказов на закупку
оборудования и возможную расходимость итерационного процесса. В случае
отсутствия ресурсных позиций (Pres = ∅) данный параметр может быть опу-
щен, и алгоритм корректно обработает чисто материальные потоки.

3.3. Топологическое ранжирование материальных позиций

Для снижения эффекта округления и приближения к минимальному по-
треблению сырья критически важен порядок обработки остаточных позиций.
Для исключения избыточного резервирования, возникающего при операциях
округления, введена функция топологического ранга Rank : Pmat → N0, опре-
деляющая расстояние каждой материальной позиции от исходного сырья в
прямой сети.

Ключевым аспектом данного подхода является исключение ресурсных по-
зиций Pres из графа зависимостей. Это позволяет изолировать материальные
потоки от циклических связей, характерных для оборота оборудования, и
обеспечивает ацикличность графа. Ранг материальных позиций определяет-
ся по следующим правилам.

Для позиций, представляющих исходное сырье, ранг равен нулю:

(10) Rank(p) = 0, ∀p ∈ Praw.

Для любой другой позиции p, являющейся выходным узлом перехода t
(p ∈ t•), ранг вычисляется на основе рангов его входных материальных узлов:

(11) Rank(p) = 1 + max{Rank(p′) | p′ ∈ •t ∩ Pmat}.
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Вычислительная реализация функции Rank(p) осуществляется путем ите-
рационного распространения меток по графу материальных потоков. Про-
цедура повторяется до достижения стабильного состояния вектора рангов.
Поскольку материальный подграф является ациклическим, алгоритм гаран-
тированно завершается за конечное число шагов.

В ААРПО обработка позиций выполняется в порядке строгого убывания
их ранга (от готовой продукции к сырью). Такая стратегия гарантирует, что
перед выполнением виртуального срабатывания для позиции p в ней будут
консолидированы все требования от зависимых технологических переделов
более высокого уровня. Это позволяет выполнить операцию округления один
раз для суммарного объема потребности, что минимизирует итоговый объем
закупаемого сырья и исключает накопление логистических ошибок.

Если на этапе декомпозиции позиции p обнаруживается несколько альтер-
нативных переходов, алгоритм переходит к процедуре разрешения конфлик-
тов, представленной ниже.

3.4. Разрешение конфликтов при выборе технологического маршрута

В условиях альтернативных технологических маршрутов одна и та же
промежуточная продукция может производиться несколькими различными
переходами. Формально это означает, что для остаточной позиции p ∈ R су-
ществует множество кандидатов Tcand = {t ∈ T | W−1(p, t) > 0}, где каждый
переход способен устранить текущий остаток.

Выбор конкретного перехода для виртуального срабатывания напрямую
влияет на итоговый вектор потребностей, так как различные маршруты мо-
гут иметь разные коэффициенты расхода сырья. Для обеспечения детерми-
нированности и оптимизации результатов в ААРПО применяется иерархиче-
ская стратегия разрешения конфликтов, основанная на трех последователь-
ных критериях.

Критерий 1: Максимизация приоритета перехода. При наличии альтерна-
тив предпочтение отдается переходу с наибольшим значением экспертно за-
данного весового коэффициента π(t). Формально выделяется подмножество
переходов с максимальным приоритетом:

(12) T1 =

{
t ∈ Tcand | π(t) = max

t′∈Tcand

π(t′)

}
.

Данный критерий позволяет технологу явно указать предпочтительный путь
производства через назначение приоритетов переходам.

Критерий 2: Минимизация суммарного расхода материалов. Если несколь-
ко переходов имеют одинаковый максимальный приоритет, выбирается тот,
который минимизирует общее потребление ресурсов. Для этого вычисляется
стоимостная функция C(t):

(13) C(t) =
∑

p∈•t

W−1(p, t),
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где W−1(p, t) – вес дуги (p, t) в инверсной сети, а •t – множество входных
позиций перехода. Далее выбирается подмножество

(14) T2 =

{
t ∈ T1 | C(t) = min

t′∈T1

C(t′)

}
.

Этот критерий обеспечивает выбор наиболее экономичного маршрута с точки
зрения материалоемкости. Критерии применяются последовательно: сначала
формируется множество T1, затем критерий применяется только к элемен-
там T1, формируя подмножество T2 ⊆ T1.

Критерий 3: Детерминированный выбор по индексу. Если после примене-
ния первых двух критериев остается несколько эквивалентных кандидатов,
выбирается переход с минимальным индексом согласно заранее фиксирован-
ной нумерации переходов в модели. Это обеспечивает полную воспроизводи-
мость результатов при повторных запусках алгоритма на идентичных вход-
ных данных.

3.5. Рекурсивный пересчет остатков

Пусть p ∈ R – выбранная остаточная позиция с остатком M(p) > 0, а t –
соответствующий переход согласно процедуре разрешения конфликтов. Чис-
ло виртуальных срабатываний перехода определяется как

(15) ∆u(t) =

⌈
M(p)

W−1(p, t)

⌉
.

где ⌈·⌉ – оператор округления вверх до ближайшего целого, обеспечивающий
полное покрытие остаточной потребности.

После этого выполняется обновление маркировки (вектора остаточных по-
требностей) в двух фазах:

1. Фаза абсорбции. Остаток в позиции p устраняется:

(16) Mnew(p) = max
{
0,M(p) −∆u(t) ·W−1(p, t)

}
= 0;

2. Фаза распространения. Маркировка всех входных материальных пози-
ций перехода t увеличивается пропорционально ∆u(t) с учетом функции мас-
кирования:

(17) ∀p′ ∈ •t : Mnew(p
′) =M(p′) + ∆u(t)W−1(p′, t)δ(p′),

где •t – множество входных позиций перехода t; W−1(p′, t) – веса соответ-
ствующих дуг инверсной сети; δ(p′) ∈ {0, 1} – индикаторная функция маски-
рования.

Благодаря использованию δ(p′), приращение происходит исключительно в
материальных позициях, тогда как маркировка ресурсных позиций (обору-
дования, персонала) остается неизменной, что отражает их консервативную
природу.
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Процедура повторяется рекурсивно до тех пор, пока множество остаточ-
ных позиций R не станет пустым. Новые остатки могут возникать в позициях
p′ ∈ •t вследствие операции округления в (15), что приводит к каскадному
распространению коррекции вверх по сети от нижних уровней к сырьевым
позициям.

4. Экспериментальные исследования

4.1. Базовая валидация алгоритма

Для базовой верификации предложенного алгоритма ААРПО использо-
вана синтетическая P/T-сеть Петри, сконструированная авторами и отра-
жающая типовые элементы дискретного производства: партионность опера-
ций, альтернативные ветви технологического маршрута, а также конкурен-
цию за возобновляемые ресурсы (рис. 1). Цель данного тестового примера –
создать контролируемую постановку, в которой стандартное обратное моде-
лирование в инверсной сети приводит к появлению остаточных маркеров в
промежуточных материальных позициях, что позволяет наглядно проверить
корректность ААРПО.

Сеть включает три входных материальных позиции, соответствующие ис-
ходным компонентам (pRawA, pRawB, pRawC, табл. 1), две ресурсные по-
зиции (pMachine, pPaintRoom, табл. 1) и набор технологических операций
(переходов, табл. 2), длительности которых показаны над соответствующими
переходами. Начальная маркировка ресурсных позиций равна 1, что моде-
лирует наличие единственного универсального станка и одной покрасочной
камеры.

Ресурсные позиции pMachine и pPaintRoom подключены к соответствую-
щим переходам симметричными дугами с весом 1 (ресурс изымается и воз-
вращается), что обеспечивает конкуренцию за мощности.

pRawB
tBendB

pBendB pRawC

pRawA

4s

tCutA

1 pMachine

6s

pCutA

5 2

2

tWeld
pWelded

12s

5s

3

20s

tAssemble1
pAssembled1

tPaint1
pPainted1

1 pPaintRoom

2s 20s

pPainted2
tPaint2

pAssembled2

tAssemble2

2

8s

10

pProduct

tProcess

Рис. 1. Тестовая модель производственного процесса в виде P/T-сети Пет-
ри. Для упрощения схемы позиции вспомогательных расходуемых материалов
(например, краски для tPaint1 и tPaint2) опущены, показаны только возоб-
новляемые ресурсы (pMachine, pPaintRoom).
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Таблица 1. Функциональное назначение позиций модели

Обозначение Класс Подкласс Материальный объект

pRawA Pmat Praw Листовой металл
pRawB Pmat Praw Металлический профиль
pRawC Pmat Praw Крепежные элементы
pCutA Pmat Pinter Панели корпуса
pBendB Pmat Pinter Гнутые профили
pWelded Pmat Pinter Сварной каркас
pAssembled1 Pmat Pinter Штампованные детали
pAssembled2 Pmat Pinter Основной корпус в сборе
pPainted1 Pmat Pinter Окрашенные детали
pPainted2 Pmat Pinter Окрашенный корпус
pProduct Pmat Pprod Электротехнический шкаф

pMachine Pres – Универсальный обрабатывающий центр
pPaintRoom Pres – Покрасочная камера

Таблица 2. Параметры технологических переходов

Переход Операция Время Вход / выход (веса дуг)

tCutA Лазерная резка 4 с 1 · pRawA→ 5 · pCutA
tBendB Гибка 6 с 1 · pRawB→ 1 · pBendB
tWeld Сварка 12 с 2 ·pCutA+1 ·pBendB+2 ·pRawC → 1 ·pWelded

tAssemble1 Штамповка 5 с 1 · pWelded→ 3 · pAssembled1
tAssemble2 Сборка корпуса 2 с 1 · pWelded + 1 · pRawC→ 1 · pAssembled2
tPaint1 Окраска деталей 20 с 1 · pAssembled1→ 1 · pPainted1
tPaint2 Окраска корпуса 20 с 1 · pAssembled2→ 1 · pPainted2
tProcess Финальная сборка 8 с 1 · pPainted1 + 2 · pPainted2→ 1 · pProduct

Технологический процесс состоит из следующих стадий:

1. Заготовительная стадия (конкуренция за ресурс). Выполняются опера-
ции раскроя листового материала и гибки профиля. Обе операции использу-
ют общий универсальный обрабатывающий центр, что формирует конкурен-
цию за мощности уже на входном этапе. Партионность операций и коэффи-
циенты выпуска/потребления задаются весами дуг.

2. Сварка. Компоненты, полученные на заготовительной стадии, и крепеж-
ные элементы поступают на сварку, в результате чего формируется сварной
каркас. Дискретные коэффициенты расхода на входных дугах создают пред-
посылки к появлению остаточных маркеров при обратном планировании.

3. Разветвление потока и промежуточная сборка. После сварки материаль-
ный поток разделяется на две параллельные ветви, моделируя альтернатив-
ные и параллельные технологические маршруты. Такая структура позволяет
проверить устойчивость ААРПО к конфликтам выбора переходов.

4. Окраска (узкое место). Обе ветви используют общий ресурс покрасочной
камеры. Существенно большая длительность цикла окраски по сравнению с
заготовительными операциями формирует «узкое место» системы и усилива-
ет эффект конкуренции за ресурсы.
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5. Финальная операция. Окрашенные компоненты обеих ветвей объединя-
ются в конечное изделие в несимметричной пропорции, задаваемой весами
дуг. Это усиливает влияние дискретности партий и делает тест чувствитель-
ным к корректности перерасчета остатков.

Таким образом, модель на рис. 1 намеренно включает три ключевых фак-
тора, критичных для обратного планирования: дискретные партии (веса дуг),
конкуренцию за возобновляемые ресурсы (универсальный станок и покра-
сочная камера) и разветвление и последующее объединение потоков с несим-
метричными коэффициентами. Это обеспечивает репрезентативную проверку
способности ААРПО устранять остаточные состояния и формировать одно-
значный вектор потребностей в сырье.

4.2. Постановка эксперимента

Экспериментальная проверка ААРПО выполнена на синтетической P/T-
сети Петри (рис. 1), в качестве тестового сценария задан заказ на выпуск
конечного изделия: Mtarget(pProduct) = 10.

Сравнение проводится для двух подходов: базовый метод – стандартная
обратная имитация в инверсной сети N−1 по правилам срабатывания без
дополнительной компенсации остатков; предложенный метод – применение
ААРПО к маркировке Mfinal, полученной базовым методом, до достижения
состояния R(M) = ∅.

В качестве итогового результата рассматривается вектор потребностей в
сырье по позициям pRawA, pRawB, pRawC.

4.3. Результаты: наличие остаточных маркеров и корректировка ААРПО

Остаточное состояние при стандартной обратной имитации. Результат ба-
зового обратного моделирования при Mtarget(pProduct) = 10 представлен на
рис. 2.
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Рис. 2. Остаточные маркеры после обратной имитации.

109



Процесс обратного вывода останавливается при наличии положитель-
ной маркировки в промежуточных позициях, не позволяющей активи-
ровать дальнейшую декомпозицию по стандартным правилам. В частно-
сти, наблюдаются остаточные маркеры в позициях pCutA и pAssembled1
(по одному маркеру), что соответствует условию R(Mfinal) 6= ∅ из раз-
дела 2.4. Это приводит к заниженной оценке сырьевых потребностей:
(pRawA, pRawB, pRawC)= (9, 23, 66).

Для устранения остаточного состояния к результату базовой имита-
ции применен ААРПО, получен новый вектор потребностей: (pRawA,
pRawB, pRawC) = (10, 24, 68), при этом остаточные состояния устраняются
(R(M) = ∅).

Добавка по сырью имеет вид ∆Mraw = (+1,+1,+2) и обусловлена накопле-
нием дробных невязок на промежуточных переделах. Наиболее показателен
ресурс pRawA: при стандартной имитации формируется потребность в 9 ли-
стах, что эквивалентно 45 заготовкам после резки (партия 1 → 5). Однако
для корректного выполнения сварочной стадии требуется еще одна сварочная
операция, что увеличивает потребность в заготовках pCutA на две единицы;
из-за партионности резки это приводит к переходу на следующий целочис-
ленный запуск и, как следствие, к увеличению заказа pRawA на +1.

Для ресурса pRawC эффект проявляется еще более наглядно из-за его
использования на двух стадиях (табл. 2): при сварке и при сборке корпуса.
Теоретическая потребность при выпуске 10 изделий вычисляется аналитиче-
ски по структуре сети:

1) финальная сборка требует 10 ед. pPainted1 и 20 ед. pPainted2;
2) следовательно, необходимо 10 запусков покраски деталей и 20 запусков

покраски корпуса;
3) для получения 10 ед. pAssembled1 при выпуске 3 ед. за запуск требуется

⌈10/3⌉ = 4 запуска промежуточной операции, т.е. 4 сварных каркаса;
4) для ветви корпуса требуется 20 каркасов и дополнительно 20 ед. pRawC;
5) итого каркасов 24, а потребность в pRawC равна 2 · 24 + 20 = 68.

Стандартная обратная имитация фиксирует лишь 66 единиц, поскольку
остановка при R(Mfinal) 6= ∅ не позволяет полностью учесть одну дополни-
тельную итерацию на стыке ветвей. ААРПО, выполняя рекурсивную ком-
пенсацию остатков, восстанавливает теоретически корректное значение 68,
что подтверждает достижение алгоритмической замкнутости задачи обрат-
ного планирования.

4.4. Верификация механизма маскирования ресурсов

Критически важным элементом ААРПО является оператор маскирова-
ния δ(p), обеспечивающий разделение расходуемых материалов и возобнов-
ляемых ресурсов. Для верификации данного механизма в модели выделено
множество ресурсных позиций Pres = pMachine, pPaintRoom, удовлетворяю-
щих условию консервативности W (p, t) =W (t, p) (см. (7)). В ходе прямой
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Рис. 3. Моделирование временных рядов состояния ресурсов (а) и результаты
эксперимента по маскированию (б ).

имитации ресурсы интенсивно используются и возвращаются в систему, что
проявляется в колебаниях их маркировки между состояниями «свободен /
занят» (рис. 3,a).

Далее к результату обратного вывода применяется ААРПО; итоговые
значения расчетной потребности для ресурсных позиций представлены на
рис. 3,б. Как видно, для pMachine и pPaintRoom алгоритм формирует нуле-
вую потребность, т.е. M(p) = 0, несмотря на их активное участие в техноло-
гическом процессе.

Полученный результат подтверждает корректность определения δ(p)
(см. (9)) и правила распространения, в котором приращение маркировки
умножается на δ(p′) (см. (17)). Тем самым исключается распространение «де-
фицита» через ресурсные позиции и устраняется риск формирования ложных
заявок на закупку оборудования, что является принципиально важным для
практического применения метода.

4.5. Выводы по результатам экспериментальных исследований

Результаты проведенных экспериментальных исследований позволяют
сформулировать следующие выводы: ААРПО устраняет остаточные состоя-
ния и обеспечивает завершение обратного вывода до уровня сырья, что про-
является в систематическом устранении занижений, характерных для стан-
дартной обратной имитации.
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5. Заключение

В работе предложен метод обеспечения алгоритмической замкнутости
обратного планирования потребности в материалах на основе инверсных
P/T-сетей Петри. Полученные результаты можно сформулировать следую-
щим образом.

1. Формализация причины неполноты обратного вывода. Показано, что
при дискретных коэффициентах (партионности) стандартная процедура об-
ратной имитации в инверсной сети может завершаться в состоянии струк-
турной блокировки: в промежуточных материальных позициях сохраняются
остаточные маркеры, не позволяющие продолжить декомпозицию по стан-
дартным правилам срабатывания. Это приводит к систематическому зани-
жению оценок потребности в сырье и необходимости внешней корректировки
результата.

2. Разработка алгоритма для рекурсивной ликвидации остатков. Предло-
жен алгоритм автоматического рекурсивного пересчета остатков (ААРПО),
реализующий виртуальное срабатывание переходов в инверсной сети и рекур-
сивное распространение недекомпозированных требований вверх по техноло-
гической цепочке. Метод действует на уровне маркировки, не модифицируя
топологию сети, и обеспечивает достижение состояния R = ∅ за конечное чис-
ло итераций при фиксированной модели.

3. Семантическая корректность за счет маскирования ресурсов. Введен
оператор маскирования δ(p), обеспечивающий формальное разделение расхо-
дуемых материалов Pmat и возобновляемых ресурсов Pres. Экспериментально
подтверждено, что при интенсивной занятости ресурсных позиций алгоритм
не формирует «потребность» в оборудовании (нулевые значения для ресурс-
ных узлов), предотвращая ложные заявки на закупку мощностей.

4. Роль топологического ранжирования. Использование ранга Rank(p) и
обработка остатков в порядке убывания ранга (от верхних переделов к сы-
рью) обеспечивает консолидацию требований перед округлением, что снижа-
ет влияние накопления локальных «дробных» невязок и повышает воспроиз-
водимость результатов при альтернативных маршрутах.

5. Экспериментальная демонстрация замкнутости и устойчивости резуль-
татов. На тестовой модели многостадийного производства показано, что
ААРПО устраняет остаточные состояния, характерные для стандартного об-
ратного моделирования, и приводит к детерминированному вектору Mraw.

Дальнейшая работа будет направлена на: строгий математический анализ
эквивалентности инверсных трансформаций для моделей со сложной тополо-
гией и оценку каскадного накопления погрешностей дискретизации; расшире-
ние модели на случай неидеального выхода за счет введения коэффициентов
выхода / уровня годности и параметров доли брака на операциях, с после-
дующей адаптацией процедуры обратного вывода для расчета потребностей
с учетом потерь; расширение подхода на системы с возвратными потоками
(рециклинг, ремонт, повторное использование), где возникают дополнитель-
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ные циклы материальных позиций; интеграцию алгоритма в процедуры дина-
мического перепланирования при изменении портфеля заказов и ограничений
по мощностям.
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ОПТИМАЛЬНОЕ ПЛАНИРОВАНИЕ ЭКСПЕРИМЕНТА
ПРИ ПРОВЕДЕНИИ АНАЛИЗА ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ

ПО ФАКТОРАМ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ

Статья посвящена разработке алгоритмов оптимального планирования
эксперимента для анализа чувствительности математических моделей.
В основе предлагаемого подхода лежит применение метода анализа конеч-
ных изменений. Преодолевается фундаментальная проблема необъектив-
ности прямого использования теоремы Лагранжа о промежуточной точ-
ке за счет строгого планирования точек расчета в пространстве входных
факторов. Синтезированы и реализованы три адаптивных алгоритма, со-
ответствующих критериямD-, E- и A-оптимальности, которые позволяют
целенаправленно строить план эксперимента для максимизации инфор-
мативности данных о чувствительности модели. Эффективность предло-
женных подходов продемонстрирована вычислительным экспериментом
с синтетической нелинейной моделью высокой размерности. Результаты
показывают корректное ранжирование факторов по степени влияния на
выход модели и согласуются с данными, полученными методом Морриса.
Алгоритмы позволяют существенно сократить вычислительные ресурсы
за счет отбора наиболее информативных точек для запуска модели.

Ключевые слова: планирование эксперимента, анализ чувствительности,
анализ конечных изменений.
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1. Введение

Одна из основных задач автоматики как области науки и техники, охва-
тывающей теорию и практику управления техническими объектами и слож-
ными процессами без непосредственного участия человека, – обеспечение ста-
бильной, точной и эффективной работы систем путем разработки алгорит-
мов управления, основанных на математических моделях объектов. Эти мо-
дели, являясь упрощенным представлением реальности, всегда содержат в
себе некоторую долю неопределенности исходных данных. В таком контек-
сте главная цель анализа чувствительности – исследовать, как неопределен-
ность во входных факторах влияет на неопределенность на выходе модели
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и, как следствие, на надежность и качество функционирования всей систе-
мы автоматического управления. Такой анализ позволяет превратить модель
из «черного ящика», выдающего точечный прогноз, в инструмент для пони-
мания системных взаимосвязей, оценки рисков и синтеза робастных систем
управления.

Современное содержание анализа чувствительности в управлении и авто-
матике включает решение нескольких ключевых задач:

1) Приоритезация факторов. Здесь необходимо исследовать, какие вход-
ные величины (параметры модели, управляющие воздействия, возмущения),
если уменьшить их неопределенность, приведут к наибольшему повышению
точности управления. Это позволяет направить усилия и ресурсы на сбор
более точных данных или установку более точных датчиков именно для тех
факторов, которые влияют на результат в наибольшей степени.

2) Сокращение размерности модели. Какие входы можно зафиксировать
на любом значении в пределах их неопределенности без существенного влия-
ния на выходную дисперсию? Ответ на этот вопрос позволяет упростить мо-
дель, сократив ее размерность, что является критически важным для синтеза
алгоритмов адаптивного и оптимального управления сложными многомерны-
ми объектами.

3) Исследование устойчивости системы. Насколько надежны и достовер-
ны выводы модели и работа спроектированного на ее основе регулятора при
учете неопределенностей? Если выход системы кардинально меняется при
небольшом изменении какого-либо входа в пределах его погрешности, то мо-
дель или система управления ненадежна для принятия решений.

Теоретические основы анализа чувствительности динамических систем
были заложены в трудах отечественных ученых [1, 2], которые развили ме-
тоды анализа чувствительности для задач оценки точности и робастности
систем автоматического управления. Их работы наряду с исследованиями
других отечественных специалистов заложили фундамент для применения
этих методов при проектировании систем, устойчивых к неопределенности
во входных характеристиках объекта.

Существующие методы исследования чувствительности можно разделить
на несколько больших групп. Первая группа методов – дисперсионные мето-
ды – посвящена оценке вклада входов и их взаимодействий в дисперсию вы-
ходной величины модели. На данный момент один из самых мощных и попу-
лярных инструментов глобального анализа чувствительности, относящихся к
указанной группе методов, – индексы Соболя, позволяющие оценить умень-
шение дисперсии выхода за счет изменения значений факторов [3]. Эффек-
тивный алгоритм нахождения оценок этих мер чувствительности представ-
лен в [4–6]. В [7] представлен альтернативный подход к вычислению индексов
Соболя через условные дисперсии, а в [8] приводится расширение методов на
случай коррелированных входов.
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Второе направление исследований связано с построением метамоделей,
представляющих собой быстрые и точные аппроксимации для проведения
анализа чувствительности. В [9] предлагается использовать байесовскую мо-
дель для анализа чувствительности дорогостоящих компьютерных экспери-
ментов, где количество запусков модели крайне ограничено. Работы [10–12]
содержат описание концепции разложения с помощью полиномов для эффек-
тивного вычисления чувствительности модели.

Третье направление исследует скрининговые методы, предоставляющие
быстрое и недорогое ранжирование входов модели по степени их влияния,
что особенно важно для сложных моделей с большим числом факторов. Клас-
сическим подходом в этом семействе методов является метод Морриса [13],
которой синтезирован для оценки усредненного элементарного эффекта для
каждого входа, с помощью которого можно измерить чувствительность вы-
хода модели к малым изменениям соответствующих входов. Схожие идеи
представлены и в [14–16].

Четвертое направление исследований – дистрибутивные методы – исполь-
зует меры чувствительности, которые учитывают разницу между условными
распределениями выхода модели и безусловным его распределением. Идея
таких методов основана на том факте, что два совершенно разных распреде-
ления величины могут иметь одинаковую дисперсию, и в связи с этим стан-
дартные дисперсионные методы могут пропустить влияние фактора на неко-
торые фрагменты распределения. Основные результаты в этом направлении
представлены в [17] (синтезирован универсальный метод, который не делает
предположений о форме распределения выхода и чувствителен к изменениям
в любых частях распределения), [18] (представлен эффективный практиче-
ский алгоритм для вычисления меры чувствительности), [19] (обобщает по-
лученные результаты и дает связь между новой мерой чувствительности и
классическими индексами Соболя).

Рассмотренные методы анализа чувствительности находят прямое приме-
нение в задачах управления сложными техническими объектами и системами.
Системы автоматического управления часто базируются на сложных мате-
матических моделях объектов управления, идентифицированных по экспери-
ментальным данным. К таким объектам могут относиться технологические
процессы (химические реакторы, доменные печи), энергетические установки,
робототехнические комплексы. Неопределенность параметров моделей, вы-
званная погрешностями измерений, изменением рабочих режимов или дегра-
дацией оборудования, напрямую влияет на качество управления. Поэтому
анализ чувствительности выхода модели объекта управления к вариациям
ее параметров и входных переменных является критически важным этапом
для: cинтеза робастных систем управления, оптимизации и адаптации систем
диагностики и технического обслуживания путем выделения наиболее значи-
мых входов, за которыми необходим непрерывный мониторинг, сокращения
вычислительной сложности алгоритмов управления за счет фиксации мало-
значимых факторов и уменьшения размерности модели.
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Предлагаемый в статье метод оптимального планирования эксперимента
для анализа чувствительности позволяет решить эти задачи с минимальными
затратами на натурные или вычислительные эксперименты с моделью, что
особенно актуально для дорогостоящих и критически важных технических
систем.

Цель данного исследования – построение алгоритмов оптимального пла-
нирования анализа чувствительности по факторам математических моделей,
основанного на применении анализа конечных изменений. Полученные ре-
зультаты позволят отобрать необходимое число точек в пространстве вход-
ных величин для проведения анализа, что позволит сократить используемые
ресурсы для запуска моделей.

Далее статья построена следующим образом. В разделе 2 приводится по-
становка задачи анализа чувствительности, основанная на использовании ме-
тода анализа конечных изменений. В разделе 3 описываются оптимальные
алгоритмы планирования эксперимента анализа чувствительности. В разде-
ле 4 приводятся результаты вычислительных экспериментов.

2. Анализ чувствительности по факторам математических моделей,
основанный на применении анализа конечных изменений

Одной из ключевых форм изменения величины является ее абсолютное
приращение, которое представляет собой разность между старым и новым
значениями величины и показывает, на сколько изменилась величина. Для
аргументов функции (факторов системы) x = (x1, . . . , xn) абсолютное при-
ращение выражается как

∆x = x1 − x0 = (x11, . . . , x
1
n)− (x01, . . . , x

0
n),

приращение функции (отклика) f(x) представимо в виде

∆f(x) = f(x1)− f(x0) = f(x11, . . . , x
1
n)− f(x01, . . . , x0n) = f(x0 +∆x)− f(x0).

Если функция f(x) дифференцируема в точке x0, то ее приращение ∆f
можно приближенно представить как линейную функцию от приращения ар-
гумента ∆x через дифференциал функции

∆f ≈ df =

n∑

i=1

∂f

∂xi
(x0)∆x.

Таким образом, если конечное приращение аргумента ∆x близко к нулю,
то отношение ∆f/∆x близко к значению функции в начальной точке интер-
вала x0. Указанный факт позволяет оценивать приращение отклика через
приращения его аргументов в случае малых (бесконечно малых) приращений.
На практике же приращения не всегда малы, однако они конечны. В случае,
когда норма приращения аргументов ||∆x|| велика, то мощным и точным
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инструментом разложения приращения функции через приращения ее аргу-
ментов выступает теорема Лагранжа о промежуточной точке (конечных при-
ращениях). Пусть функция f(x) дифференцируема в некоторой окрестности
точки x0 и непрерывна на отрезке, соединяющем точки x0 и x1 = x0 +∆x.
Тогда существует такая точка xα, лежащая строго между x0 и x1, что вы-
полняется точное равенство:

∆f(∆x) = f(x1)− f(x0) =

n∑

i=1

∂f

∂xi
(xα)∆xi,(1)

где xα = x0 + α∆x для некоторого α ∈ (0, 1).

Формулировка (1) говорит, что производные вычисляются в некоторой
неизвестной промежуточной точке xα. Эта точка гарантированно существует,
но ее точное положение обычно неизвестно.

Для практического использования этого представления необходимо опре-
делить значение параметра α. Это приводит к задаче решения нелинейного
уравнения относительно α:

g(α) =

n∑

i=1

∂f

∂xi
(x0 + α∆x)∆xi − [f(x1)− f(x0)] = 0.(2)

Общая схема решения полученного уравнения (2) может быть сформули-
рована в виде следующей последовательности шагов.

Шаг 1. Подготовка данных:

— зафиксировать начальную (x0) и конечную (x1 = x0 +∆x) точки;
— вычислить известное приращение функции ∆f = f(x1)− f(x1);
— аналитически или численно определить выражения для частных про-

изводных
∂f

∂xi
.

Шаг 2. Выбор начального приближения α0:

— часто используемое начальное предположение – середина интервала
α0 = 0,5;

— альтернативный вариант – предположение, основанное на линейной ап-
проксимации.

Шаг 3. Выбор итерационного метода решения. Так как вычисление про-
изводной функции g(α) в уравнении (2) может быть сложной или затратной
операцией из-за нахождения производных, часто предпочтение отдается ме-
тодам, которые не требуют явного вычисления производной целевой функ-
ции. Рекомендуется использовать методы секущих, деления отрезка пополам,
Риддера или Брента.

Шаг 4. Определение критерия останова. Итерационный процесс прекра-
щается, когда выполняется один из критериев: по невязке, по приращению
корня, по достижению максимального числа итераций.
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Шаг 5. Верификация решения. После нахождения α∗ следует подста-

вить его в формулу Лагранжа и убедиться, что равенство ∆f ≈
n∑

i=1

∂f
∂xi

(x0 +

+ α∆x)∆xi выполняется с приемлемой точностью.

Главным преимуществом предлагаемого подхода является то, что это
единственный метод исследования чувствительности по факторам модели,
который дает точное, а не приближенное, разложение общего приращения
функции ∆f по вкладам отдельных факторов. Также метод автоматически
определяет точку в интервале от x0 до x1, где наклон наиболее репрезента-
тивен для описания всего произошедшего изменения. Таким образом, он в
некоторой степени учитывает нелинейность поведения функции на рассмат-
риваемом интервале. Стоит отметить, что подход применим к любой диффе-
ренцируемой функции независимо от величины изменения ∆x.

Однако предлагаемый метод анализа чувствительности не лишен и недо-
статков. Среди них в первую очередь стоит отметить неединственность и
неопределенность промежуточной точки. Теорема (1) гарантирует существо-
вание хотя бы одной точки xα, но не ее единственность. На пути от x0 до x1

может быть несколько точек, удовлетворяющих условию. Какая из них бу-
дет найдена численным методом, зависит от начального приближения, что
может делать результат необъективным. Еще одним недостатком является
проблема интерпретируемости результатов вычисленной меры чувствитель-
ности на интервале. Производная в промежуточной точке является усред-
ненной мерой на интервале, отвечающей на вопрос, каким должен был быть
постоянный наклон по исследуемому фактору на всем отрезке, чтобы приве-
сти к такому же общему изменению приращения функции. Она не отвечает
на вопрос, насколько чувствительна функция к изменению данного фактора
в окрестности конкретной точки. Еще один недостаток – невозможность изо-
лированного анализа. Значение параметра промежуточной точки, а значит
и сама точка для вычисления производных, определяется совместным изме-
нением всех факторов. Таким образом, предлагаемый анализ решает задачу
глобального анализа чувствительности, а не локального.

Прямое применение метода Лагранжа для анализа чувствительности стал-
кивается с фундаментальной проблемой необъективности. Поскольку точное
положение промежуточной точки xα, в которой вычисляются производные,
неизвестно и зависит от произвольно выбранных начальных и конечных усло-
вий, результаты анализа становятся неустойчивыми. Расчетная чувствитель-
ность может кардинально меняться на нелинейных участках функции.

Чтобы устранить этот недостаток, необходимо планирование эксперимен-
та, которое заменяет случайный выбор точек строгим правилом. Заранее
определенный план, например полный факторный или центральный компо-
зиционный, равномерно покрывает область интереса, гарантируя, что анализ
проводится в репрезентативной зоне, где поведение модели устойчиво. Это
обеспечивает объективность, воспроизводимость результатов и позволяет це-
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ленаправленно изучать вклад факторов и нелинейность отклика, превращая
метод анализа конечных изменений в надежный инструмент анализа.

3. Алгоритмы оптимального планирования эксперимента
для анализа чувствительности

Информационные матрицы представляют собой фундаментальный объект
теории оптимального планирования эксперимента, обеспечивающий количе-
ственную оценку информации, содержащейся в данных относительно пара-
метров исследуемой модели. Выбор метода построения информационной мат-
рицы детерминирован типом модели (линейная, нелинейная, вероятностная)
и целевой функцией эксперимента, такой как оценка параметров, анализ чув-
ствительности или дискриминация конкурирующих моделей.

В контексте анализа чувствительности по факторам, информационная
матрица формируется на основе градиента функции отклика ∇xf(x). Как по-
казано в фундаментальных работах по планированию эксперимента [20, 21],
информационная матрица, вычисленная в точке x, определяет локальную
геометрию поверхности отклика. Ее собственные значения и векторы харак-
теризуют направленную чувствительность функции f(x) к вариациям вход-
ных аргументов. Как показано в [22], матрица JJT определяет ковариацию
выхода модели при заданной ковариации входа. Поскольку матрицы JTJ
и JJT обладают одинаковыми ненулевыми сингулярными числами, спек-
тральный анализ информационной матрицы F = JTJ полностью характери-
зует локальную чувствительность модели и направления, в которых неопре-
деленность входов наиболее сильно влияет на неопределенность выхода.

Для заданного плана эксперимента X = {x1, . . . ,xn} информационная
матрица принимает следующий вид:

M(X) =
N∑

i=1

(∇xf(xi)) (∇xf(xi))
T ,(3)

где ∇xf(x) =
(

∂f
∂x1

, . . . , ∂f
∂xn

)T
обозначает градиент функции отклика, харак-

теризующий ее локальную чувствительность к вариациям факторов.

Свойства информационной матрицы (3):

1) Матрица M(X) является симметричной и положительно полуопреде-
ленной.

2) Диагональные элементы матрицы Mjj =
N∑
i=1

(
∂f
∂xj

∣∣∣
xi

)2

количественно

характеризуют совокупную чувствительность функции отклика к вариациям
фактора xj .

3) Недиагональные элементы Mjl =
N∑
i=1

(
∂f
∂xj
· ∂f
∂xl

∣∣∣
xi

)
отражают совмест-

ное влияние и взаимодействие факторов xj и xl на выход модели.
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4) Собственные векторы матрицы M(X) определяют ортогональные на-
правления в пространстве факторов, соответствующие наибольшей чувстви-
тельности функции f(x).

На основе информационной матрицы может быть определена нормирован-
ная мера относительной чувствительности для фактора xm:

Sm =
Mmm

tr(M(X))
,(4)

где tr(M(X)) – след матрицы M(X), равный сумме ее диагональных
элементов.

В теории оптимального планирования используются различные критерии,
основанные на свойствах информационной матрицы M(X):

1) D-оптимальность. План максимизирует определитель информационной
матрицы:

det(M(X))→ max .(5)

Такой план минимизирует обобщенную дисперсию оценок параметров, обес-
печивая сбалансированное изучение всех факторов.

2) A-оптимальность. План минимизирует след матрицы, обратной к ин-
формационной:

tr(M−1(X))→ min .

Данный критерий направлен на минимизацию средней дисперсии оценок па-
раметров, что является целесообразным при необходимости точной оценки
каждого фактора в отдельности.

3) E-оптимальность. План максимизирует минимальное собственное зна-
чение информационной матрицы:

λmin(M(X))→ max .(6)

Этот подход минимизирует максимальную дисперсию оценок и является эф-
фективным для выявления слабых, но значимых эффектов.

Важно отметить, что практическая реализация алгоритмов поиска опти-
мальных планов требует на начальном этапе генерации невырожденных на-
чальных планов.

Опишем алгоритмы оптимального планирования эксперимента для про-
ведения анализа чувствительности. Требуется построить план эксперимента
(набор точек в пространстве факторов), который максимизирует информа-
тивность данных для анализа чувствительности некой функции f(x), и од-
новременно вычислить меры чувствительности факторов Sm. Конкретные
реализации алгоритмов представлены в табл. 1.
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Общие входы:

– f(x) – исследуемая функция,

– xmin,xmax – границы области планирования.

Общие управляющие параметры:

– N0 – размер начального плана,

– Nmax – максимальный размер финального плана,

– ε – порог сходимости для критерия останова.

Шаг 1. Инициализация:

– сгенерировать начальный план X0 размера N0, оптимальный относи-
тельно некоторого критерия Φ(M);

– вычислить начальную информационную матрицу

M0 =
∑

x∈X0

∇f(x)∇f(x)T .

Шаги 2–6. Адаптивное пополнение плана. Для итерации t = 1 до
(Nmax −N0):

Шаг 2. Анализ чувствительности:

– для пар точек текущего плана найти промежуточные точки x∗
ij с помо-

щью метода анализа конечных изменений;

– для каждой промежуточной точки вычислить локальную информацион-
ную матрицу M∗

ij;

– рассчитать меры чувствительности факторов Sm по формуле

Sm =
1

|X ∗|
∑

x∗∈X ∗

M∗
mm

tr(M∗)
.

Шаг 3. Генерация кандидатов. Создать множество точек-кандидатов Xcand

для добавления в план. Кандидаты генерируются на основе мер чувствитель-
ности Sm (предпочтение областям с высокой чувствительностью) и, возмож-
но, случайным образом для исследования всей области.

Шаг 4. Выбор новой точки. Выбрать точку xnew из множества кандидатов
Xcand, которая наилучшим образом повышает целевой критерий Φ информа-
ционной матрицы Mt после ее добавления.

Шаг 5. Обновление плана:

Xt+1 = Xt ∪ xnew, Mt+1 = Mt +∇f(xnew)∇f(xnew)
T .

Шаг 6. Проверка критерия останова.

– вычислить относительное изменение целевого функционала Φ:

εt =

∣∣∣∣
Φ(Mt+1)− Φ(Mt)

Φ(Mt)

∣∣∣∣ ,

– если εt < ε или достигнут максимальный размер плана, остановиться.
Иначе перейти к следующей итерации (возврат на шаг 2).
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Выходы:

– финальный план точек X;

– рассчитанные меры чувствительности факторов Sm.

Ключевое различие между конкретными алгоритмами заключается в це-
левом критерии оптимальности (Φ), который определяет, что значит лучший
план. Этот критерий пронизывает все шаги алгоритма: инициализацию, вы-
бор новой точки и критерий остановки. Выбор между D-, E- и A-оптималь-
ностью зависит от конкретных целей исследования и свойств модели.

Алгоритм D-оптимального планирования направлен на равномерное изу-
чение влияния всех факторов, используется в случае, когда важна общая
информативность плана, исследуется модель произвольной структуры и тре-
буется хорошее покрытие пространства факторов. Этот алгоритм устойчив к
корреляции между факторами, однако может пропускать узкие зоны резкого
изменения чувствительности. Устойчивость к корреляции следует из структу-
ры алгоритма. Геометрически определитель информационной матрицы соот-
ветствует объему доверительного эллипсоида в пространстве факторов [23].
Увеличение такого объема ведет к уменьшению неопределенности. Если меж-
ду факторами присутствует сильная корреляция, то информационная мат-
рица приближается к вырожденной, т.е. det(M) → 0, а специфика D-опти-
мального планирования как раз и заключается в максимизации det(M), что
автоматически снижает мультиколлинеарность [20]. Улучшения алгоритма,
связанные с учетом зон резкого изменения чувствительности, могут заклю-
чаться в добавлении и адаптации весов для точек с высокой чувствительно-
стью, модификации меры чувствительности, использовании дополнительных
критериев останова или комбинации с другими алгоритмами.

Алгоритм E-оптимального планирования построен с учетом избегания зон
с близкой к нулевой чувствительностью и может быть использован для ана-
лиза устойчивости модели. Такой алгоритм гарантирует, что ни один фактор
не будет полностью упущен в ходе анализа, однако он менее точен в оценке
индивидуальной чувствительности факторов. Отбор точек в этом алгоритме
происходит за счет минимизации числа обусловленности, которое в случае
симметричной матрицы может быть оценено как отношение максимального
собственного значения к минимальному [24], таким образом, алгоритм избе-
гает планов, где некоторые факторы подавляются другими.

Алгоритм A-оптимального планирования рекомендуется в задачах, где
важна точность в ранжировании факторов по их влиянию. Алгоритм дает
сбалансированную оценку вклада каждого фактора, однако он чувствителен
к масштабированию данных.

У синтезированных алгоритмов наблюдается одинаковая вычислитель-
ная сложность, равная O(n3), так как в основе лежат схожие операции
обращения матриц (для A-оптимального плана), нахождения собственных
значений (для E-оптимального плана), вычисления определителей (для D-
оптимального плана). Наиболее высокой скоростью характеризуется алго-
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ритм D-оптимального планирования, а наиболее низкой – E-оптимального
планирования.

В случае, когда некоторые из факторов x = (x1, . . . , xn) имеют дискретную

природу и принимают значения из конечных множеств Dj = {d(j)1 , . . . , d
(j)
mj},

прямое применение теоремы Лагранжа (1) требует модификации. Формально
уравнение Лагранжа

∆f(∆x) =

n∑

i=1

∂f

∂xi
(xα)∆xi,

где xα = x0 +α∆x для некоторого α ∈ (0, 1), остается справедливым, только
если найденная промежуточная точка xα принадлежит декартову произве-
дению допустимых множеств D = D1 × . . .×Dn.

Это приводит к задаче условной оптимизации для нахождения параметра
промежуточной точки:

α∗ = arg min
α∈(0,1)

∣∣∣∣∣∆f −
n∑

i=1

∂f

∂xi
(x0 + α∆x)∆xi

∣∣∣∣∣ ,(7)

при условии x0 + α∆x ∈ D.

Поскольку условие дискретности делает множество допустимых α конеч-
ным, практическая реализация алгоритма сводится к поиску по сетке допу-
стимых точек.

Для пары точек плана (x0,x1) строится множество всех допустимых про-
межуточных точек Xcand. Для каждого кандидата x(k) ∈ Xcand вычисляется
величина

R(k) =

∣∣∣∣∣∆f −
n∑

i=1

∂f

∂xi
(x(k))∆xi

∣∣∣∣∣ .

В качестве промежуточной точки xα выбирается точка с минимальной
невязкой:

xα = arg min
x(k)∈Xcand

R(k).

Полученная точка xα используется для вычисления градиента ∇xf(x
α)

при формировании информационной матрицы (3) по стандартной схеме, опи-
санной в разделе 3.

Стабильность координат промежуточной точки xα, соответствующих дис-
кретным факторам, при анализе различных пар точек плана служит есте-
ственной мерой робастности. Если для разных пар (x0,x1) из оптимального
плана найденные промежуточные точки xα сильно различаются по значе-
ниям дискретных факторов, это указывает на высокую зависимость влия-
ния этих факторов от значений других факторов, что соответствует низкой
робастности модели. Стабильность положения промежуточной точки свиде-
тельствует о предсказуемом и устойчивом влиянии дискретных факторов,
что характеризует высокую робастность модели к их вариациям.
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Выбор типа оптимальности зависит от целей анализа и структуры модели.
Для комплексного учета разнородных требований может быть использован
взвешенный сложный критерий:

Φкомб(M) = ωD log(det(M)) + ωA(−tr(M−1)) + ωEλmin(M)→ max,(8)

где ωD, ωA, ωE > 0, ωD + ωA + ωE = 1 – веса, отражающие приоритеты пол-
ноты информации, точности ранжирования и устойчивости плана соответ-
ственно. Такой подход позволяет гибко адаптировать планирование экспери-
мента к специфическим требованиям анализа сложных моделей в задачах
управления.

4. Вычислительный эксперимент

В качестве тестовой модели построим структуру, включающую нелинейное
взаимодействие двадцати трех входных переменных:

f(x) = 2x1,51 + 3 sin(x2x3) + 0,8ex4/2 + 1,2 log(|x5|+ 1) + 0,6x8x9 −
− 1,4 cos(x10) + 0,4(x11x12x13)

1/3 + 0,3 tanh(x14)x
2
15 −

− 0,7(x16 + x17)
2 + 1,8 sin(0,5x18) cos(0,3x19) +

+ 0,9 sin(x20 + x21) + 0,4(x6x7)
1/4 + 0,6|x22 − x23|1,5.

(9)

С использованием структуры модели (9) был получен набор данных, со-
держащий 2 000 реализаций, которые впоследствии были разделены на 80%
строк для обучения и 20% строк для анализа качества модели. Данная мо-
дель выбрана из-за своей сбалансированной сложности, сочетающей в себе
достаточную нелинейность (наличие степенных зависимостей, тригонометри-
ческих и экспоненциальных функций) и умеренную размерность (23 входных
переменных достаточно для тестирования масштабируемости предлагаемых
алгоритмов, но при этом не слишком много для визуализации и интерпрета-
ции). Диапазоны изменений входов модели [0, 1].

Для тестирования подходов была выбрана модель полносвязной нейрон-
ной сети, что позволит исследовать, как модель с непрерывными нелинейны-
ми преобразованиями оценивает вклад признаков. Параметры эксперимента
представлены в табл. 1. В качестве модели для анализа чувствительности
была выбрана модель, состоящая из одного скрытого слоя с 10 нейронами.
В качестве функции активации использована логистическая функция.

Таблица 1. Параметры исследуемых нейросетевых моделей и точность аппрок-
симации

Архитектура модели
Метрики точности

MAE MAPE, % RMSE R2

один слой, десять нейронов 0,080527 3,34 0,063836 0,99526

два слоя, по пять нейронов 0,220495 9,49 0,173303 0,96562

три слоя, по три нейрона 0,246480 9,43 0,187653 0,95704

126



D – оптимальный план

– оптимальный планE

– оптимальный планA
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1x

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
Оценка чувствительности

Сравнение оценок чувствительности по факторам модели (9), полученных
с помощью различных вариантов планирования эксперимента.

В табл. 3 представлены характеристики проведенных экспериментов – на-
стройки управляющих параметров алгоритмов оптимального планирования,
количество точек, включенных в оптимальный план, а также 5 наиболее зна-
чимых факторов по результатам проведенного анализа. На рисунке пред-
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Таблица 2. Параметры численных экспериментов и сравнение получен-
ных результатов

Тип
планирования

Параметры
алгоритма

Число точек
в плане

Наиболее влиятельные
факторы

D-оптимальное

N0 = 50
Nmax = 100
θ = 0, 1
ε = 0, 05

63

S(x1) = 0, 249
S(x16) = 0, 160
S(x17) = 0, 160
S(x3) = 0, 131
S(x2) = 0, 107

E-оптимальное

N0 = 50
Nmax = 100
λ = 0, 1
ε = 0, 05

38

S(x1) = 0, 336
S(x2) = 0, 205
S(x17) = 0, 110
S(x16) = 0, 108
S(x3) = 0, 045

A-оптимальное

N0 = 50
Nmax = 100
θ = 0, 1
ε = 0, 05

52

S(x1) = 0, 465
S(x2) = 0, 164
S(x3) = 0, 109
S(x4) = 0, 084
S(x5) = 0, 056

ставлено сравнение оценок чувствительности по факторам модели (9), по-
лученных с помощью различных методов оптимального планирования экс-
перимента. Стоит отметить, что фактор x1 идентифицируется всеми тремя
алгоритмами как наиболее чувствительный, что указывает на его безуслов-
ную значимость в модели; факторы x2 и x3 также стабильно входят в число
наиболее значимых. Алгоритм, основанный на построении D-оптимального
плана, выявляет факторы x16 и x17 как высокочувствительные и обнаружи-
вает больше факторов со средней чувствительностью, что вполне соответ-
ствует ожиданию о равномерном покрытии пространства факторов, позво-
ляющем выявить скрытые зависимости. Алгоритм, основанный на построе-
нии E-оптимального плана, понижает значимость факторов x2 и x3, что со-
ответствует подавлению факторов, т.е. выравнивание их вклада. Алгоритм,
основанный на построении A-оптимального плана, обнаруживает x4 и x5 как
влиятельные факторы, что пропущено другими подходами. Также необходи-
мо уделить особое внимание факторам x16 и x17, которые показывают вы-
сокую чувствительность в алгоритмах оптимального планирования. Стоит
отметить, что анализ чувствительности модели (9), проведенный методом
Морриса, выявляет факторы x1, x2, x17, x16 и x3 как наиболее влиятельные,
что полностью подтверждает непротиворечивость полученных результатов.

5. Заключение

Проведенное исследование подтвердило эффективность алгоритмов оп-
тимального планирования эксперимента для анализа чувствительности на
основе метода анализа конечных изменений. Разработанные D-, E- и A-
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оптимальные стратегии позволили преодолеть ключевой недостаток метода –
необъективность выбора точек – и обеспечили воспроизводимое и устойчивое
ранжирование факторов по степени их влияния на выход сложной нелиней-
ной модели. Эксперименты показали, что подход значительно сокращает вы-
числительные затраты за счет целенаправленного отбора наиболее информа-
тивных точек для расчета модели.

Разработанные алгоритмы оптимального планирования эксперимента поз-
воляют эффективно решать задачи анализа чувствительности для сложных
моделей объектов управления. Полученные результаты ранжирования фак-
торов по степени влияния могут быть непосредственно использованы для оп-
тимизации систем сбора данных (датчики наиболее влиятельных факторов
должны иметь повышенную точность и надежность); при проектировании
систем автоматического регулирования (знание ключевых переменных позво-
ляет обоснованно выбирать каналы управления и настраивать регуляторы);
для создания цифровых двойников технических объектов (метод позволяет
целенаправленно уточнять модель в тех областях пространства входов, кото-
рые наиболее важны для работы системы в штатных и аварийных режимах).

Перспективы исследования связаны с практической адаптацией метода
для решения прикладных задач. Планируется разработка модификаций ал-
горитмов для работы с коррелированными входными параметрами, что часто
встречается в реальных данных. В долгосрочной перспективе метод может
лечь в основу стандартизированного подхода к планированию экспериментов
для анализа чувствительности, позволяющего получать надежные результа-
ты при ограниченном бюджете вычислительных ресурсов.
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