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ИНТЕГРАЛЬНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ:
МЕТОД ВЗВЕШЕННОГО ФАЗОВОГО ОБЪЕМА
И ЭЛЛИПСОИДАЛЬНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ1

Предложен подход к анализу диссипативности и устойчивости дина-
мических систем, основанный на понятии взвешенного фазового объема.
Для произвольной весовой функции получено интегральное тождество,
описывающее эволюцию взвешенного объема движущейся области и его
обратной величины. Установлена связь полученных соотношений с теоре-
мой Лиувилля об изменении фазового объема и транспортной теоремой
Рейнольдса из механики сплошных сред. Сформулированы достаточные
условия диссипативности и интегральной устойчивости. Показано, что
одновременное выполнение условий для весовой функции и ее обратной
величины накладывает геометрические ограничения на динамику систе-
мы. На основе этих условий построены эволюционные уравнения для по-
крывающего и внутреннего эллипсоидов, аппроксимирующих множества
достижимости. Доказана связь интегральной устойчивости с классиче-
ской устойчивостью по Ляпунову. Полученные теоретические результаты
проиллюстрированы численными примерами.
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1. Введение

Исследование устойчивости динамических систем является фундамен-
тальной проблемой теории дифференциальных уравнений и математической
физики. Классическая теория устойчивости, заложенная в трудах А.М. Ляпу-
нова [1], на протяжении более века остается основным инструментом анализа
поведения решений. Развитая им методология, основанная на исследовании
знака производной специально подобранной скалярной функции (функции
Ляпунова) вдоль траекторий системы, получила глубокое развитие, напри-
мер в [2–6]. Несмотря на универсальность и широкую применимость, ме-
тод функций Ляпунова часто сталкивается с проблемой выбора подходящей

1 Работа выполнена в Институте проблем машиноведения РАН при поддержке госзада-

ния № FFNF-2024-0008.
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функции, особенно для сложных нелинейных, неавтономных или разрывных
систем, где конструктивных правил построения не существует.

Параллельно развивались иные подходы к анализу устойчивости. С од-
ной стороны, это энергетические методы [7] и теория диссипативных си-
стем [8], которые, хотя и предлагают физически интерпретируемые критерии,
также требуют построения специальных функционалов. С другой стороны,
значительные усилия были направлены на использование геометрических
свойств векторного поля, в частности его дивергенции. Исходным пунктом
здесь является классическая теорема Лиувилля [9, 10] об изменении фазово-
го объема вдоль потока системы и ее интегральное обобщение – транспортная
теорема Рейнольдса [11], широко используемая в механике сплошных сред.
Идеи использования дивергенции для анализа устойчивости восходят к ра-
ботам [12–14]. В отечественной научной школе это направление оформилось
как индексный и дивергентный методы, представленные в [15–17], где устой-
чивость особой точки связывалась со знаком дивергенции или с поведением
векторного поля на границах областей.

Существенный вклад в развитие качественной теории внесли работы
В.П. Жукова [18–21] и др., в которых были предложены методы исследо-
вания устойчивости и неустойчивости, основанные на свойствах источников
и стоков векторного поля, а также на анализе дивергенции для систем вто-
рого порядка. Однако эти результаты часто ограничены размерностью си-
стемы или требуют специфических предположений. Геометрические методы,
использующие вращение векторного поля [22], также эффективны, но в ос-
новном для анализа на плоскости.

Перечисленные подходы получили дальнейшее развитие в работах послед-
них двух десятилетий. В работах А. Рантцера [23, 24] предложен метод двой-
ственных функций Ляпунова (метод плотностей), где исследуется эволюция
плотности распределения начальных условий. Условия устойчивости форму-
лируются в терминах существования стационарной функции плотности, удов-
летворяющей уравнению в частных производных. В [25] получены необходи-
мые условия почти глобальной устойчивости в рамках этого подхода. Дивер-
гентные методы [18–21, 23–25] обобщены в [26–30] на нелинейные системы
произвольной размерности. В [31, 32] дивергентный подход распространен на
плотностные системы с возмущениями и получены как необходимые, так и
достаточные условия глобальной устойчивости.

Отдельного упоминания заслуживает теория инвариантных множеств
[33, 34], в рамках которой разработаны конструктивные методы построения
эллипсоидальных аппроксимаций множеств достижимости [35] и их приме-
нение в задачах управления и оценивания. Эти результаты близки по духу к
геометрической части настоящей работы, однако в них, как правило, строят-
ся лишь внешние (покрывающие) оценки, тогда как предлагаемый в статье
подход дает и внутренние гарантированные границы.
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Интерес к геометрическим и плотностным методам анализа динамических
систем сохраняется и в публикациях последних нескольких лет. В частно-
сти, метод функций плотности получил развитие в задачах безопасной на-
вигации. В [36, 37] с помощью функции плотности решается задача синтеза
управления, гарантирующего уклонение от препятствий, что содержатель-
но перекликается с идеей построения внутреннего эллипсоида в настоящей
статье, свободного от траекторий системы. В [38] плотностные критерии рас-
пространены на анализ конечной устойчивости неавтономных систем, а в [39]
получены обратные теоремы, связывающие существование плотности Ляпу-
нова с устойчивостью временных и периодических систем. Предлагаемый в
настоящей статье подход отличается от [36–39] тем, что использует произ-
вольную весовую функцию, не требующую стационарности, а условия дис-
сипативности формулируются непосредственно в терминах векторного поля
и позволяют строить эволюционирующие эллипсоидальные оценки множеств
достижимости как сверху (покрывающий эллипсоид), так и снизу (внутрен-
ний эллипсоид), что дает полную двустороннюю геометрическую картину
динамики ансамбля траекторий.

Настоящая статья предлагает новый подход к анализу устойчивости и дис-
сипативности динамических систем с использованием концепции взвешенного
фазового объема. Ниже перечислим вклад статьи и ее основные отличия от
существующих результатов:

• В отличие от классической теоремы Лиувилля [9, 10], описывающей эво-
люцию евклидова объема vol(Ωt), и транспортной теоремы Рейнольдса [11]
предлагаемый подход вводит произвольную весовую функцию W (x, t),
что позволяет исследовать эволюцию взвешенного объема

∫

Ωt
W (x, t) dx

и его обратной величины. Это дает возможность изучать динамику ансам-
блей траекторий в «искривленном» фазовом пространстве и переходить
от анализа объема к анализу более сложных интегральных характеристик
(см. раздел 4). Установлена связь скорости изменения интегралов от W
и 1/W с производной Ли Ẇ и дивергенции поля, что является обобщени-
ем теоремы Лиувилля и транспортной теоремы Рейнольдса.

• Сформулированы и проанализированы условия диссипативности (см. раз-
дел 4) для весовой функции W и ее обратной величины 1/W . Показано,
что их одновременное выполнение приводит к неубыванию произведения
соответствующих интегралов (теорема 3). Этот результат интерпретиро-
ван как «принцип неопределенности» для динамических систем (замеча-
ние 1), накладывающий геометрические ограничения на возможную ди-
намику, что отличает полученный результат от аналогов в классической
теории устойчивости [1, 4] или дивергентных методах [15, 21, 23–30].

• Введены определения интегральной устойчивости (а также асимптотиче-
ской и экспоненциальной интегральной устойчивости, см. раздел 5), кото-
рые классифицируют системы по скорости убывания взвешенного объема.
В теореме 5 получены дифференциальные неравенства, гарантирующие
экспоненциальное убывание. В отличие от [23–25], где условия формули-
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руются в терминах стационарной плотности, предложенные критерии яв-
ляются нестационарными по времени и непосредственно проверяются на
векторном поле системы.

• Разработан метод построения эллипсоидов, аппроксимирующих множе-
ства достижимости. В теореме 6 из первого условия диссипативности вы-
ведено уравнение эволюции покрывающего эллипсоида, который гаранти-
рованно содержит изучаемую область Ωt. В теореме 7 из второго условия
диссипативности получено уравнение для внутреннего эллипсоида, кото-
рый свободен от точек изучаемой области. Совместное использование этих
теорем (замечание 5) дает полную геометрическую картину динамики в
виде «кольца» между двумя эллипсоидами, что является более информа-
тивным, чем традиционные оценки множеств достижимости [33–35, 40].

• В теореме 8 показано, что из существования сжимающегося семейства эл-
липсоидов, содержащих образы траекторий, следует устойчивость по Ля-
пунову. Тем самым установлена связь между предложенным интеграль-
ным подходом и классической теорией А.М. Ляпунова.

Таким образом, в отличие от классических методов, учитывающих анализ
поведения отдельной траектории или изменение евклидова объема, разви-
тый подход позволяет исследовать динамику систем в интегральной метрике
с произвольным весом. Возможность построения на этой основе аппрокси-
мирующих эллипсоидов, гарантированно содержащих (или не содержащих)
эволюционирующую область, предоставляет собой геометрический инстру-
мент для решения широкого круга задач от анализа устойчивости до синтеза
алгоритмов управления.

2. Постановка задачи

Рассмотрим неавтономную систему обыкновенных дифференциальных
уравнений вида

ẋ = F (x, t),(1)

где t ∈ R+ (R+ = [0;∞)), x ∈ R
n, F : Rn → R

n – гладкое векторное поле
(F ∈ C1(Rn × R+)). Если потребуется гладкость другого порядка, то об этом
будет отдельно указано при выводе соответствующего результата. Предпола-
гаем, что система (1) порождает глобальный фазовый поток ϕt : R

n → R
n,

т.е. для любого x0 ∈ R
n задача Коши с начальным условием x(0) = x0 имеет

единственное решение x(t) = ϕt(x0), определенное для всех t ∈ R+.

Рассмотрим произвольную измеримую по Лебегу область Ω0⊂R
n с конеч-

ной мерой. Под действием потока эта область эволюционирует:

Ωt = ϕt(Ω0) = {x ∈ R
n : x = ϕt(ξ), ξ ∈ Ω0}.(2)

Пусть W : (Rn × R+) → R – произвольная функция класса C1(Rn × R+)
(в разделе 5 и далее для анализа устойчивости системы (1) будет введено
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дополнительное предположение о положительной определенности функции
W (x, t)). Введем интегральные выражения:

I(t) =

∫

Ωt

W (x, t) dx, I−1(t) =

∫

Ωt

1

W (x, t)
dx,(3)

где dx обозначает элемент объема в R
n. Во втором интегральном выражении

считается, что W (x, t) 6= 0 для всех x ∈ Ωt и t > 0.

Основная цель статьи – исследовать поведение и устойчивость системы (1)
в интегральной метрике, задаваемой весовой функцией W (x, t). Для этого
в статье будут получены выражения для скоростей изменения взвешенного
фазового объема и его обратной величины, на основе которых будут сфор-
мулированы достаточные условия диссипативности, определения интеграль-
ной устойчивости и метод построения эллипсоидальных аппроксимаций мно-
жеств достижимости.

3. Предварительные сведения

Для функции W определим производную вдоль траекторий системы (1):

Ẇ (x, t) =
∂W

∂t
(x, t) +∇W (x, t)⊤F (x, t).(4)

Данную величину часто называют производной Ли функции W по направ-
лению векторного поля F . Символ «⊤» означает операцию транспонирова-
ния. В статье может встречаться запись ∇W (ϕt(ξ), t), что будет означать

∇W (ϕt(ξ), t) = ∇W (x, t)|x=ϕt(ξ) = col
{

∂W
∂x1

(x, t), . . . , ∂W∂xn
(x, t)

}

.

Пусть Jt(ξ) = ∂ϕt(ξ)/∂ξ – матрица Якоби потока. Известно, что Jt(ξ) удо-
влетворяет уравнению в вариациях

d

dt
Jt(ξ) = A(ϕt(ξ), t)Jt(ξ), J0(ξ) = E,

где A(x, t) = ∂F (x, t)/∂x – матрица Якоби векторного поля, E – единичная
матрица.

Те ор ем а 1 (теорема Лиувилля [9, 10, 41, 42]). Для определителя мат-

рицы Якоби справедливо соотношение

d

dt
detJt(ξ) = det Jt(ξ) trA(ϕt(ξ), t).

Поскольку trA(x) = divF (x, t), то из (1) следует, что

d

dt
det Jt(ξ) = detJt(ξ) divF (ϕt(ξ), t).(5)

Здесь и далее divF (ϕt(ξ), t) = divF (x, t)|x=ϕt(ξ) =
∑n

i=1
∂Fi

∂xi
(x, t).
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Для потоков, порожденных системой (1), определитель Якоби всегда по-
ложителен. Действительно, уравнение (5) представляет собой линейное од-
нородное уравнение первого порядка относительно det Jt, решение которого
имеет вид

detJt(ξ) = exp





t
∫

0

divF (ϕs(ξ), s) ds



 > 0 ∀t.

Поэтому в дальнейшем знак модуля будет опущен при работе с определите-
лем Якоби.

4. Интегральные соотношение

Следующая теорема дает явные выражения для скорости изменения взве-
шенного фазового объема и его обратной величины вдоль потока системы.

Те ор ем а 2. Пусть W ∈ C1(Rn × R+), F ∈ C1(Rn × R+), а Ω0 ⊂R
n – из-

меримая область с конечной мерой. Тогда для функций I(t) и I−1(t), опре-

деленных формулами (3), справедливы соответствующие равенства

dI

dt
:=

d

dt

∫

Ωt

W (x, t) dx =

∫

Ωt

[

Ẇ (x, t) +W (x, t) divF (x, t)
]

dx,

dI−1

dt
:=

d

dt

∫

Ωt

1

W (x, t)
dx =

∫

Ωt

[

− Ẇ (x, t)

W 2(x, t)
+

1

W (x, t)
divF (x, t)

]

dx,

(6)

где Ẇ (x, t) определяется формулой (4).

Доказательства всех теорем приведены в Приложении. Объединяя полу-
ченные результаты в теореме 2, можно сформулировать следующее утвер-
ждение.

Те ор ем а 3. Для динамической системы (1), любой области Ωt ⊂ R
n и

любой положительной функции W (x, t) ∈ C1(Rn×R+) справедливо неравен-

ство




∫

Ωt

W (x, t) dx









∫

Ωt

1

W (x, t)
dx



 > [vol(Ωt)]
2.(7)

Если одновременно выполнены условия диссипативности:

Ẇ (x, t) +W (x, t) divF (x, t) 6 0 ∀x, t,

− Ẇ (x, t)

W 2(x, t)
+

1

W (x, t)
divF (x, t) 6 0 ∀x, t,

(8)

то величина
(

∫

Ωt
W dx

)(

∫

Ωt

1
W dx

)

является невозрастающей функцией

времени.
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Полученные в теоремах 2 и 3 результаты и условия диссипативности обоб-
щают классические интегральные теоремы. В последующих следствиях и за-
мечаниях эти связи сформулированы в явном виде.

Сл ед с т в и е 1. Если W (x, t)≡ 1, то Ẇ (x, t) = 0, и формула (6) принима-

ет вид d
dtvol(Ωt) =

∫

Ωt
divF (x, t) dx, что представляет собой интегральную

форму теоремы Лиувилля.

Сл ед с т в и е 2 (консервативные системы). Если divF (x, t)≡ 0 (си-

стема сохраняет фазовый объем), то формулы в (6) упрощаются:
d
dt

∫

Ωt
W (x, t) dx =

∫

Ωt
Ẇ (x, t) dx, d

dt

∫

Ωt

1
W (x,t) dx = −

∫

Ωt

Ẇ (x,t)
W 2(x,t)

dx.

Сл ед с т в и е 3 (диссипативные системы). Из второй части теоремы 3

следует, что величина
∫

Ωt
W (x, t) dx (или

∫

Ωt

1
W (x,t) dx) не возрастает со вре-

менем. Это может служить интегральным критерием диссипативности.

Те ор ем а 4 (транспортная теорема Рейнольдса [11]). Пусть Ωt – об-

ласть, движущаяся со скоростью F (x, t). Тогда для любой гладкой функции

f(x, t) выполняется d
dt

∫

Ωt
f(x, t) dx =

∫

Ωt

(

∂f
∂t + div (fF )

)

dx.

Сл ед с т в и е 4. Если в теореме 2 принять W (x, t) = f(x, t) (1/W (x, t) =
= f(x, t)) и учесть соотношение div (fF ) = ∇f⊤F + div (F )f , то получим

теорему 4.

Соотношения (6) могут найти применение в теории управления и анализе
устойчивости, позволяя получать двусторонние оценки эволюции системы и
исследовать ее диссипативные свойства. Особый интерес представляет слу-
чай, когда система диссипативна по отношению к W и 1/W одновременно.
Это накладывает жесткие ограничения на возможную динамику и может
служить критерием специальных типов устойчивости (см. раздел 5).

Зам е ч а ни е 1. Выражение (7) описывает, как меняется во времени со-
отношение между объемами в двух конформно связанных метриках. В сжи-
мающихся системах (divF < 0) произведение может убывать, но никогда не
становится меньше квадрата евклидова объема. Также неравенство (7) пока-
зывает, что нельзя сделать одновременно сколь угодно малыми и интеграл
от W , и интеграл от 1/W . То есть чем больше «концентрация» массы в обла-
сти (большое значение I(t)), тем меньше должна быть «размазанность» (ве-
личина I−1(t)), и наоборот. Величины W и 1/W являются взаимно дополни-
тельными характеристиками системы, т.е. увеличение одной неизбежно при-
водит к уменьшению другой при фиксированном объеме. Произведение этих
величин имеет нижнюю границу, определяемую геометрией области. Это на-
поминает принцип неопределенности Гейзенберга в квантовой механике (от-
сутствие возможности одновременно точно измерить координату и импульс),
который утверждает, что для любой волновой функции ψ(x) произведение
дисперсий координаты и импульса ограничено снизу: σxσp >

~

2 .
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5. Приложение к исследованию устойчивости

5.1. Интегральные критерии устойчивости

Дадим вначале определения, в рамках которых будет исследована устой-
чивость системы (1).

Опр е д е л е н и е 1. Система (1) называется интегрально устойчи-

вой относительно весовой функции W (x, t), если для любой измеримой об-

ласти Ω0 ⊂ R
n с конечной мерой существует константа C(Ω0) > 0 такая,

что для всех t ∈ R+ выполнено хотя бы одно из неравенств

I(t) 6 C(Ω0), I−1(t) 6 C(Ω0).(9)

Опр е д е л е н и е 2. Система (1) называется интегрально асимпто-

тически устойчивой относительно весовой функции W (x, t), если она

интегрально устойчива и, кроме того, для любой области Ω0⊂R
n выполне-

но хотя бы одно из соотношений

lim
t→∞

I(t) = 0, lim
t→∞

I−1(t) = 0.(10)

Опр е д е л е н и е 3. Система (1) называется интегрально экспонен-

циально устойчивой относительно весовой функции W (x, t) с показа-

телем γ > 0, если для любой области Ω0 ⊂ R
n существует константа

C(Ω0) > 0 такая, что для всех t ∈ R+ выполнена хотя бы одна из оценок

I(t) 6 C(Ω0)e
−γt, I−1(t) 6 C(Ω0)e

−γt.(11)

Понятия интегральной устойчивости в определениях 1–3 являются ба-
зой для обобщения дивергентного подхода исследования устойчивости
[18–21, 23–32]. С содержательной точки зрения интегральная устойчивость
означает, что взвешенный фазовый объем области, занятой ансамблем тра-
екторий, остается ограниченным во времени (или экспоненциально убыва-
ет). Это свойство характеризует диссипативное поведение системы в инте-
гральной метрике и не требует устойчивости каждой отдельной траектории
в смысле Ляпунова. Интегральная устойчивость полезна для анализа систем,
в которых важна ограниченность «энергии» ансамбля траекторий, а не схо-
димость каждой из них к началу координат. Она позволяет гарантировать,
что множество достижимости не расплывается и остается в некотором смысле
ограниченным, что важно в задачах управления, оценивания и фильтрации.

Рассмотрим систему (1) с положением равновесия в начале координат:
F (0, t) = 0 для любых t ∈ R+. Пусть W (x, t) – произвольная положительно
определенная функция (W (x, t) > 0 при x 6= 0 и t ∈ R+, W (0, t) = 0).

Те ор ем а 5. Если существует функция W ∈ C1(Rn × R+), W (x, t) > 0
при x 6= 0, и число γ > 0 такие, что для всех x ∈ R

n и t ∈ R+ выполнены
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неравенства

Ẇ (x, t) +W (x, t) divF (x, t) 6 −γW (x, t),

− Ẇ (x, t)

W 2(x, t)
+

1

W (x, t)
divF (x, t) 6 − γ

W (x, t)
,

(12)

то для любой начальной области Ω0 справедлива экспоненциальная оценка

∫

Ωt

W (x, t) dx 6 e−γt

∫

Ω0

W (x, t) dx,

∫

Ωt

1

W (x, t)
dx 6 e−γt

∫

Ω0

1

W (x, t)
dx.(13)

Таким образом, при γ = 0 получим интегральную устойчивость с

C(Ω0) = I(Ω0) (C(Ω0) = I−1(Ω0)). При γ > 0 получим интегральную экспо-

ненциальную устойчивость с C(Ω0) = I(Ω0) (C(Ω0) = I−1(Ω0)).

Требование интегральной устойчивости в теореме 5 накладывает удобно
проверяемые условия диссипативности непосредственно на векторное поле
системы (1) и весовую функцию W (x, t). В отличие от классического метода
функций Ляпунова здесь не требуется строить функцию, строго убывающую
вдоль каждой траектории. Достаточно обеспечить выполнение неравенств
(12), (13) для выбранной весовой функции W (x, t). Выполнение данных усло-
вий гарантирует, что любое измеримое множество начальных состояний эво-
люционирует так, что соответствующий взвешенный объем не возрастает
(убывает), что дает количественную меру диссипации и может быть исполь-
зовано для построения гарантированных эллипсоидальных оценок множеств
достижимости (см. разделы 6, 7).

Зам е ч а ни е 2. Константа C(Ω0) в определениях 1 и 3 может зависеть от
выбора начальной области Ω0 (ее размера, формы и положения), но не за-
висит от времени t. В случае, когда выполнены дифференциальные неравен-
ства (12), можно выбрать C(Ω0) = I(Ω0) (соответственно C(Ω0) = I−1(Ω0)).

Зам е ч а ни е 3. Пусть выполнено условие (12) при γ = 0 и, кроме того,
множества

A =

{

t > 0, x ∈ R
n \ {0} : Ẇ (x, t) +W (x, t) divF (x, t) = 0

}

,

A−1 =

{

t > 0, x ∈ R
n \ {0} : − Ẇ (x, t)

W 2(x, t)
+

1

W (x, t)
divF (x, t) = 0

}

не содержат целых траекторий системы (1) (за исключением положения рав-
новесия x = 0). Тогда система интегрально асимптотически устойчива.

Зам е ч а ни е 4. Условие (12) при W (x, t) > 0 можно переписать в виде

Ẇ (x, t)

W (x, t)
+ divF (x, t) 6 −γ, −Ẇ (x, t)

W (x, t)
+ divF (x, t) 6 −γ ∀x 6= 0.(14)
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Левая часть представляет собой сумму относительной скорости изменения
функции W вдоль траекторий и дивергенции поля. Эти два условия можно
объединить в одно неравенство:

∣

∣

∣

∣

∣

Ẇ (x, t)

W (x, t)

∣

∣

∣

∣

∣

+ divF (x, t) 6 −γ ⇔
∣

∣

∣

∣

d

dt
lnW (x(t), t)

∣

∣

∣

∣

+ divF (x, t) 6 −γ,(15)

которое, однако, является более сильным, чем каждое из условий по отдель-
ности, и требует диссипативности как для W , так и для 1/W одновременно.
С другой стороны, складывая (14), получаем:

divF (x, t) 6 −γ.(16)

Таким образом, одновременное выполнение условий (12) возможно только
в системах с неположительной дивергенцией, т.е. в системах, которые не рас-
ширяют фазовый объем (сжимающие или сохраняющие объем). При γ = 0
выражение (15) дает геометрическое ограничение: относительная скорость
изменения весовой функции не может превышать по модулю скорость сжа-
тия фазового объема.

5.2. Локальный анализ

В окрестности положения равновесия x = 0 можно использовать линеари-
зацию. Пусть F (0, t) = 0 для всех t ∈ R+ и векторное поле F (x, t) является
достаточно гладким по x в окрестности нуля. Обозначим через A(t) = ∂F (0, t)
матрицу линеаризованной системы. Тогда divF (0, t) = trA(t) (след матри-
цы A(t)). Рассмотрим весовую функцию W (x, t) вида

W (x, t) = x⊤P (t)x,(17)

где P (t) – симметричная положительно определенная матрица, гладко за-
висящая от времени. Такая функция положительна при x 6= 0 и допускает
локальный анализ.

В окрестности начала координат разложим F (x, t) в ряд Тейлора по x:

ẋ := F (x, t) = A(t)x+O(‖x‖2),(18)

где запись φ(x) = O(‖x‖k) при x→ 0 означает, что lim supx→0
‖φ(x)‖
‖x‖k

<∞.

Используя (4), вычислим полную производную W , заданную (17), вдоль
траекторий системы (18): Ẇ (x, t) = x⊤Ṗ (t)x+ 2x⊤P (t)A(t)x+O(‖x‖3). Учи-
тывая, что W (x, t) divF (x, t) = x⊤P (t)x · trA(t) + o(‖x‖2), получаем разло-
жение для первого условия диссипативности:

∂W

∂t
+∇W⊤F +W divF =

= x⊤
[

Ṗ (t) + P (t)A(t) +A⊤(t)P (t) + trA(t)P (t)
]

x+ o(‖x‖2),
(19)

где запись φ(x) = o(‖x‖k) при x→ 0 означает, что limx→0
‖φ(x)‖
‖x‖k

= 0.
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Для второго условия диссипативности, связанного с 1/W , рассмотрим ве-
личину Φ(x, t) := − 1

W

(

∂W
∂t +∇W⊤F

)

+ divF . Используя те же разложения,
получаем:

Φ(x, t) = −
x⊤

[

Ṗ (t) + P (t)A(t) +A⊤(t)P (t)
]

x

x⊤P (t)x
+ trA(t) + o(1).

Сл ед с т в и е 5. Если существует такая матрица P (t) > 0, что квадра-

тичная форма в (19) является равномерно отрицательно определенной, т.е.

выполнено условие

Ṗ (t) + P (t)A(t) +A⊤(t)P (t) + trA(t)P (t) 6 −γP (t)(20)

для всех t ∈ R+, то существует окрестность начала координат, в которой

выполнено первое условие (11) с некоторым γ > 0.

Если для всех x 6= 0 и t > 0 выполняется неравенство

−
x⊤

[

Ṗ (t) + P (t)A(t) +A⊤(t)P (t)
]

x

x⊤P (t)x
+ trA(t) 6 −γ,(21)

то существует окрестность начала координат, в которой выполнено вто-

рое условие (11) с некоторым γ > 0.

Прим ер 1. Рассмотрим линейную систему ẋ = A(t)x, где x ∈ R
n. Выбе-

рем W (x, t) = x⊤P (t)x, где P (t) = P (t)⊤ > 0 – гладкая матрица. Тогда из
условий (20) и (21) можно получить следующие матричные неравенства:

Ṗ (t) + P (t)A(t) +A⊤(t)P (t) + (γ + trA(t))P (t) 6 0,

Ṗ (t) + P (t)A(t) +A⊤(t)P (t) + (γ − trA(t))P (t) 6 0.
(22)

Если система одновременно диссипативна по W и 1/W с γ > 0, то, скла-
дывая неравенства (22), получаем

2
(

Ṗ + PA+A⊤P
)

+ 2γP 6 0 ⇒ Ṗ + PA+A⊤P 6 −γP.

Это стандартное условие экспоненциальной устойчивости для неавтономных
систем (аналог леммы Ляпунова). Если же выполнено только одно из нера-
венств, система может быть устойчива лишь в интегральном смысле. На-
пример, второе неравенство в (22) является усиленным аналогом матричного
неравенства Ляпунова.

Прим ер 2. Ради наглядности проиллюстрируем теоретические резуль-
таты разделов 5 и 7 на примере линейной автономной системы с седловой

точкой ẋ = Ax, x ∈ R
2, A =

[

0 1
1 −2

]

. Матрица A имеет собственные числа

λ1 ≈ 0,6 (неустойчивое направление) и λ2 ≈−2,6 (устойчивое направление),
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Рис. 1. Слева – эволюция эллипсоидов уровня {x : x⊤Ptx = 1} для системы (1)
в виде деформации эллипсоидов, а также приведена фазовая траектория с на-
чальным условием x0 = col{−0,5; 1,7}. Справа – интеграл I(t) =

∫

Ωt

W (x) dx,
где точки – численные значения в соответствующие моменты времени.

при этом trA = −2 < 0, что гарантирует сжатие фазового объема с показа-
телем divF = −2.

В качестве весовой функции выберем положительно определенную квад-

ратичную форму W (x) = x⊤Px, P =

[

1,51 0,5034
0,5034 0,5039

]

. Начальная область Ω0

определена как эллипс Ω0 = {x ∈ R
2 : x⊤Px 6 1}, что соответствует множе-

ству уровня W (x) = 1. Для численного моделирования используется лагран-
жев подход: N = 5000 частиц равномерно распределены внутри Ω0 и эволю-
ционируют под действием потока системы (1).

Согласно теореме 5, для экспоненциальной устойчивости достаточно вы-
полнения условий диссипативности (12). Для автономного случая усло-
вия (22) сводятся к существованию γ > 0 такого, что

A⊤P + PA+ (divF + γ)P 6 0, A⊤P + PA+ (divF − γ)P 6 0.(23)

Решение обобщенной проблемы собственных чисел (A⊤P + PA+
+ divF · P )v = −µPv дает максимальное значение γmax ≈ 1,9. В вычис-
лениях используется γ = 1,5, что гарантирует выполнение обоих неравенств.

Интегральный критерий устойчивости исследуется через вычисление пер-
вого условия в (3) и (Π.1). В силу линейности системы, ϕt(ξ) = eAtξ и
detJt(ξ) = et divF = e−2t.

На рис. 1 (слева) представлена эволюция множества Ωt и соответствую-

щих эллипсоидов уровня {x : x⊤Ptx = 1}, где Pt = e−A⊤tPe−At – матрица,
задающая образ начального эллипсоида под действием потока. Видно, что
эллипсоиды деформируются, вытягиваясь вдоль неустойчивого направления
и сжимаясь вдоль устойчивого, при этом все частицы остаются внутри соот-
ветствующих эллипсоидов.
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На рис. 1 (справа) представлена зависимость I(t) от времени. Численные
значения, полученные суммированием по частицам с весом e−2t, демонстри-
руют монотонное убывание. Аппроксимация логарифма линейной функцией
дает оценку показателя экспоненциального убывания γest = 1,4923, что с вы-
сокой точностью совпадает с теоретическим значением γ = 1,5, использован-
ным в условиях диссипативности.

Полученные результаты позволяют сделать следующие выводы:

1) Выбранная весовая матрица P и параметр γ = 1,5 удовлетворяют мат-
ричным неравенствам (23) (выполнение условий диссипативности), что
обеспечивает экспоненциальное убывание интеграла I(t).

2) Наблюдаемое монотонное убывание I(t) подтверждает интегральную
устойчивость системы в смысле определения 2, причем скорость убыва-
ния соответствует теоретической оценке I(t) 6 I(0)e−γt.

3) Эллипсоиды {x : x⊤Ptx = 1} представляют собой точные образы на-
чального множества уровня весовой функции и демонстрируют уста-
новленное теорией сжатие вдоль устойчивого направления и растяже-
ние вдоль неустойчивого при сохранении свойства покрытия всех тра-
екторий.

4) Несмотря на наличие неустойчивого собственного направления, инте-
грал I(t) убывает, что иллюстрирует принципиальное отличие инте-
гральной устойчивости от устойчивости по Ляпунову: даже при рас-
ходящихся отдельных траекториях взвешенный объем области может
сжиматься.

6. Эволюция покрывающего эллипсоида

Для анализа поведения динамических систем часто требуется не просто
качественная картина эволюции, но и гарантированное множество, содер-
жащее все траектории, исходящие из заданной начальной области. Наибо-
лее удобной формой такой внешней аппроксимации множества достижимо-
сти является эллипсоид. В данном разделе будет показано, как условие (12)
позволяет построить эволюционирующий покрывающий эллипсоид, который
содержит область Ωt для всех t > 0.

Те ор ем а 6. Пусть векторное поле F является глобально липшицевым

по x равномерно по t, т.е. выполнено условие

‖F (x, t) − F (y, t)‖ 6 L‖x− y‖ ∀x, y ∈ R
n,∀t ∈ R+,(24)

где L > 0 – константа Липшица. Также пусть существует функция

W (x, t) ∈ C1(Rn × R+) вида

W (x, t) = (x− ct)
⊤Pt(x− ct),(25)

где ct ∈ R
n и Pt ∈ R

n×n (дополнительно Pt > 0) – гладкие функции времени,

удовлетворяющие следующим условиям:
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1) начальное покрытие удовлетворяет условию: Ω0 ⊂ Ecov(c0, P−1
0 ) =

= {x ∈ R
n : (x− c0)

⊤P0(x− c0) 6 1}, т.е.

W (ξ, 0) 6 1 ∀ξ ∈ Ω0;(26)

2) существует число γ > 0 такое, что для всех x ∈ R
n и t > 0 выполнено

первое условие диссипативности (12);

3) центр эллипсоида ct движется по траектории системы:

ċt = F (ct, t),(27)

где c0 – произвольная точка из Ω0;

4) выполнено соотношение

divF (ct, t) + γ > 2L.(28)

Тогда для всех t > 0 выполнено условие покрытия:

Ωt ⊂ Ecov(ct, P−1
t ) = {x ∈ R

n : (x− ct)
⊤Pt(x− ct) 6 1}.(29)

Если F ∈ C2(Rn × R+), то матрица формы Qt = P−1
t удовлетворяет

дифференциальному уравнению

Q̇t = A(ct, t)Qt +QtA(ct, t)
⊤ + (divF (ct, t) + γ)Qt,(30)

где A(ct, t) = ∂F
∂x (ct, t) – матрица Якоби, вычисленная в центре эллипсоида

в момент времени t, уравнение (30) получено линеаризацией в окрестности

центра и точно описывает эволюцию эллипсоида в пределе ‖x− ct‖ → 0.

Сл ед с т в и е 6. Пусть выполнены условия теоремы 6 и, дополнитель-

но, дивергенция векторного поля ограничена снизу: divF (x, t) > −d для всех

x ∈ R
n и t ∈ R+. Если параметр диссипативности удовлетворяет усло-

вию γ > d, то для любой точки ξ ∈ Ω0 и соответствующей траектории

x(t) = φt(ξ) справедлива экспоненциальная оценка Vξ(t) 6 Vξ(0)e
−(γ−d)t, где

Vξ(t) задана в (Π.3). Как следствие, для нормы матрицы формы Qt = P−1
t

выполняется ‖Qt‖ 6 ‖Q0‖e−(γ−d)t, что означает экспоненциальное сжатие

покрывающего эллипсоида Ecov(ct, Qt) к своему центру ct.

Уравнение (30) является ключевым для практического построения по-
крывающего эллипсоида. Оно показывает, как матрица формы эволюцио-
нирует под действием линеаризованного потока и диссипативного члена
(divF + γ)Qt. Параметр γ выбирается максимально возможным при выпол-
нении условия (26).

7. Эволюция внутреннего эллипсоида

В предыдущем разделе было рассмотрено первое условие диссипатив-
ности (39), которое гарантирует существование покрывающего эллипсоида
E(ct, P−1

t ), содержащего эволюционирующую область Ωt. Естественным об-
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разом возникает вопрос: что можно сказать об эллипсоиде, если выполнено
второе условие диссипативности? Как показано в замечании 1, второе условие
контролирует обратную величину 1/W и предотвращает слишком быстрое
сжатие, что приводит к существованию внутреннего эллипсоида, свободного
от точек области Ωt. Сформулируем и докажем соответствующую теорему.

Те ор ем а 7. Пусть существует W (x, t), определенная в (25), где ct ∈R
n

и Pt ∈ R
n×n (Pt > 0) – гладкие функции времени, удовлетворяющие следую-

щим условиям:

1) начальное покрытие удовлетворяет условию Ω0∩Ein(c0, δ(0)P−1
0 ) = ∅,

т.е.

W (ξ, 0) > δ(0) ∀ξ ∈ Ω0,(31)

где Ein(c0, δ(0)P−1
0 ) = {x ∈ R

n : (x− c0)
⊤P0(x− c0) 6 δ(0)};

2) центр эллипсоида движется по траектории системы (27);

3) существует γ > 0 такое, что для всех x ∈ R
n и t ∈ R+ выполнено вто-

рое условие диссипативности (12).

Тогда для всех t ∈ R+ выполнено условие внутренней оценки:

Ωt ∩ Ein(ct, δ(t)P−1
t ) = ∅,(32)

где Ein(ct, δ(t)P−1
t ) = {x ∈ R

n : (x− ct)
⊤Pt(x− ct) 6 δ(t)} и

δ(t) = min
ξ∈Ω0







W (ξ, 0) exp





t
∫

0

(γ + divF (x(s), s))ds











.(33)

Если дополнительно F ∈ C2(Rn × R+), то матрица формы Qt = P−1
t удо-

влетворяет дифференциальному уравнению

Q̇t = A(ct, t)Qt +QtA(ct, t)
⊤ − (divF (ct, t) + γ)Qt,(34)

где A(ct, t) =
∂F
∂x (ct, t) – матрица Якоби, вычисленная в центре эллипсоида в

момент времени t, уравнения (34) получены линеаризацией в окрестности

центра и точно описывают эволюцию эллипсоида в пределе ‖x− ct‖ → 0.

Теорема 7 показывает, что второе условие диссипативности (12) гаран-
тирует существование внутреннего эллипсоида Ein(ct, δ(t)P−1

t ), который не
содержит точек эволюционирующей области Ωt. Это дает нижнюю оценку
для расстояния от траекторий до центра и предотвращает слишком быстрое
сжатие.

Зам е ч а ни е 5. Если одновременно выполнены оба условия диссипатив-
ности (12), то из их сложения, как показано в (16), следует divF < 0. При
этом значения γ в данных условиях диссипативности могут быть разными,
в статье они записаны одинаковыми для простоты записи. В этом случае об-
ласть Ωt находится в «кольце» между двумя эллипсоидами: покрывающим и
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внутренним Ein(ct, δ(t)P−1
t )⊂Ωt⊂Ecov(ct, P−1

t ). Это дает полную геометриче-
скую картину эволюции области.

Уравнения (30) и (34) описывают эволюцию матрицы формы покрываю-
щего эллипсоида, но соответствуют разным типам диссипативности:

• Уравнение (30) получено из первого условия диссипативности (12) для
функции W (x, t). Слагаемое (divF + γ)Qt ускоряет сжатие эллипсоида,
что характерно для систем с диссипацией.

• Уравнение (34) соответствует второму условию (12) для функции
1/W (x, t). Слагаемое (divF −γ)Qt уменьшает диссипацию и при γ > divF
может приводить к расширению эллипсоида, контролируя тем самым об-
ратную величину.

Прим ер 3. Проиллюстрируем теоремы 6 и 7 на примере нестационарной
линейной системы второго порядка

ẋ = A(t)x, A(t) =

[

−1,5 + 0,5 sin(0,8t) 3 cos(0,8t)

2 sin(0,8t) −1,2 + 0,3 cos(0,8t)

]

, x ∈ R
2.(35)

След матрицы trA(t) = −2,7 + 0,5 sin(0,8t) + 0,3 cos(0,8t) < 0 для всех
t ∈ R+, однако система не является устойчивой по Ляпунову в силу несиммет-
ричности матрицы и наличия периодических коэффициентов, приводящих
к комплексным собственным числам с положительной вещественной частью
в отдельные моменты времени.

При моделировании начальная область Ω0 выбрана так, чтобы одновре-
менно удовлетворять предположениям теорем 6 и 7. В примере использова-
лась матрица P0 = E, центр c0 = (5, 3)⊤, параметр δ(0) = 0,25. Начальная об-
ласть Ω0 состоит из N = 600 точек, равномерно распределенных в кольцевой
области между двумя эллипсоидами: Ω0 = Ecov(c0, P−1

0 ) \ Ein(c0, 0,25P−1
0 ).

Такой выбор гарантирует выполнение условий W (ξ, 0) 6 1 ∀ξ ∈ Ω0 и
W (ξ, 0) > δ(0) = 0,25 ∀ξ ∈ Ω0, что в точности отвечает (26) и (31). Таким
образом эллипсоиды на рис. 2 не подбирались под уже полученное облако
точек. Их эволюция полностью определяется дифференциальными уравне-
ниями (30) и (34) с начальными параметрами, выбранными до расчета траек-
торий. Тот факт, что точки в начальный момент и далее остаются внутри по-
крывающего и вне внутреннего эллипсоида, является следствием выполнения
условий теорем 6 и 7. Эволюция покрывающего эллипсоида Ecov(ct, Qt) опре-
деляется уравнением (30), а эволюция внутреннего эллипсоида Ein(ct, Qt) –
уравнением (34), где γ = 2,5 для покрывающего и γ = 2 для внутреннего эл-
липсоидов, центр ct движется по траектории системы ċt = A(ct, t)ct.

Численное интегрирование системы (35) и уравнений (30), (34) выполнено
методом Эйлера с шагом ∆t = 0,005 на интервале t ∈ [0, 0,9]. На каждом
шаге производился контроль выполнения условий:

V cov
ξ (t) = (x(t) − ct)

⊤(Qcov
t )−1(x(t)− ct) < 1 ∀x(t) ∈ Ωt,

V in
ξ (t) = (x(t) − ct)

⊤(Qin
t )−1(x(t)− ct) > 1 ∀x(t) ∈ Ωt.
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Рис. 2. Эволюция покрывающего (сплошной) и внутреннего (пунктирный) эл-
липсоидов для системы (35) в моменты времени t = 0, 0,3, 0,6, 0,9 с.

Приведем алгоритм построения аппроксимирующих эллипсоидов:
• задать начальную область Ω0, матрицу P0 > 0, центр c0 (например, центр

масс Ω0) и параметр δ(0) ∈ (0, 1) так, чтобы W (ξ, 0) 6 1 и W (ξ, 0) > δ(0)
для всех ξ ∈ Ω0;

• выбрать γcov > 0 и γin > 0 из условий диссипативности (12);
• найти траекторию центра ċt = F (ct, t), ct|t=0 = c0;
• проинтегрировать матричные уравнения (30) и (34) с начальными усло-

виями Qcov
0 = P−1

0 , Qin
0 = δ(0)P−1

0 . Тогда при любом t ∈ R+ выполняют-
ся гарантированные двусторонние оценки E(ct, Qin

t )⊂ Ωt ⊂ E(ct, Qcov
t ), где

E(c,Q) = {x : (x− c)⊤Q−1(x− c) 6 1}.
На рис. 2 представлены четыре момента эволюции системы: t = 0, t = 0,3,

t = 0,6 и t = 0,9 с. На каждом рисунке изображены: точки – множество Ωt;
сплошной серый эллипсоид – покрывающий эллипсоид Ecov(ct, Qcov

t ); пунк-
тирный эллипсоид – внутренний эллипсоид Ein(ct, Qin

t ); звезда – текущее по-
ложение центра ct; линия (исходящая из звезды) – траектория движения цен-
тра от начального до текущего момента; маленький черный кружок (исходя-
щий из звезды) – начальное положение центра c0.
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Результаты моделирования демонстрируют:
1) корректность эволюционных уравнений (30) и (34) для построения ап-

проксимирующих эллипсоидов;
2) возможность одновременного выполнения условий диссипативности для

прямой и обратной весовых функций;
3) геометрическую интерпретацию интегральной устойчивости: область Ωt

заключена в кольцо между двумя эллипсоидами.

Теорема 7 и пример 3 показывают, что при выполнении второго условия
диссипативности удается построить эллипсоид Ein(t), гарантированно не со-
держащий точек эволюционирующей области Ωt. Этот результат имеет ряд
инженерных и научных приложений, например:

• в задачах гарантированного оценивания и фильтрации внутренний эллип-
соид задает область, свободную от траекторий системы, что позволяет вы-
делять безопасные зоны или отсекать ложные решения;

• наличие двусторонних эллипсоидальных оценок Ein(ct, δ(t)P−1
t ) ⊂ Ωt ⊂

⊂ Ecov(ct, P−1
t ) дает полную геометрическую картину эволюции ансамбля:

покрывающий эллипсоид ограничивает максимально возможное отклоне-
ние, а внутренний указывает минимальный гарантированный разброс тра-
екторий;

• в задачах верификации и обнаружения столкновений внутренний эллип-
соид может служить индикатором «непустого ядра», куда не проникают
траектории, что упрощает проверку свойств безопасности динамической
системы;

• предложенный метод применим к анализу диссипативных процессов в
звездной динамике. В шаровых скоплениях динамическое трение вызывает
эффективное сжатие фазового объема. Если в качестве весовой функции
взять фазовую плотность, то область Ωt, содержащая 90% массы скопле-
ния, с течением времени остается заключенной между двумя эволюциони-
рующими эллипсоидами, что дает гарантированные двусторонние оценки
положений и скоростей звезд без точного решения уравнения Фоккера-
Планка.

Таким образом, совместное использование покрывающего и внутреннего эл-
липсоидов предоставляет конструктивный инструмент для анализа диссипа-
тивных систем, не требующий точного знания множества Ωt, а лишь инфор-
мацию о начальной области и знаке дивергенции поля.

Результаты разделов 6 и 7 могут быть интерпретированы в терминах тео-
рии инвариантных множеств [33, 34]. Построенный покрывающий эллипсоид
является положительно инвариантным множеством для ансамбля траекто-
рий, стартующих из Ω0, а внутренний эллипсоид задает запрещенную об-
ласть, свободную от этих траекторий. Их комбинация дает двустороннюю ин-
вариантную оценку, что представляет самостоятельный интерес в контексте
методов гарантированного оценивания и эллипсоидального исчисления [35].

60



8. Связь интегральной устойчивости с устойчивостью по Ляпунову

Те ор ем а 8. Рассмотрим автономную систему (1). Пусть ϕt : R
n→R

n –

фазовый поток (1). Предположим, что существует семейство покрываю-

щих эллипсоидов (29) с центром ct ∈ R
n и матрицей формы Qt = P−1

t > 0,
удовлетворяющее следующим условиям:

1) существует δ > 0 такое, что шар радиуса δ с центром в нуле содер-

жится в начальном эллипсоиде:

Bδ(0) = {x ∈ R
n : ‖x‖ 6 δ} ⊂ Ecov(c0, P−1

0 );(36)

2) для всех t ∈ R+ образ начального шара под действием потока содер-

жится в эллипсоиде:

Ωt = ϕt(Bδ(0))⊂ Ecov(ct, P−1
t );(37)

3) центр эллипсоида стремится к положению равновесия:

lim
t→∞

ct = 0;(38)

4) существует монотонно убывающая функция σ : R+ → R+, такая что

σ(t) → 0 при t→ ∞ и для всех t > 0 выполняется оценка:

max
|v|=1

√

v⊤Qtv 6 σ(t),(39)

где величина max|v|=1

√

v⊤Qtv равна длине наибольшей полуоси эллип-

соида Et.
Тогда система (1) асимптотически устойчива по Ляпунову. Если допол-

нительно существуют константы C > 0 и γ > 0 такие, что

σ(t) 6 Ce−γt, |ct| 6 Ce−γt ∀t > 0,(40)

то система (1) экспоненциально устойчива по Ляпунову. Если заменить

условия σ(t) → 0 и ct → 0 на их ограниченность, то (1) будет устойчивой

по Ляпунову.

В условии теоремы 8 в качестве характеристики сжатия эллипсоида
(39) можно использовать различные операторы, оценивающие его размер,
например:

• спектральный радиус (длина наибольшей полуоси) ρ(Qt) = λ
1/2
max(Qt),

λmax(Qt) – максимальное собственное число матрицы Qt. Данная величина
участвует в оценке ‖x− ct‖ 6 ρ(Qt) и имеет прозрачный геометрический
смысл;

• след матрицы формы trQt =
∑n

i=1 λi(Qt), λi(Qt) – i-е собственное значе-
ние матрицы Qt. Поскольку λmax(Qt) 6 trQt, условие trQt → 0 является
достаточным для сходимости эллипсоида к центру;

• среднеквадратичный радиус rrms(Qt) =
√

1
n trQt, характеризующий

«средний» размер эллипсоида;
• любая норма ‖Qt‖, согласованная с евклидовой нормой в R

n (т.е. удовле-

творяющая ‖Q1/2
t v‖ 6 ‖Q1/2

t ‖‖v‖), также может быть использована.
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Сл ед с т в и е 7. Если в условиях теоремы 8 задано условие trQt → 0 вме-

сто (39), то это эквивалентно выполнению неравенства 2λmax(A) + trA+
+ γ < 0, где λmax(A) – максимальное собственное число матрицы линеари-

зации A = ∂F
∂x (0, t). Это дает алгебраический критерий экспоненциальной

устойчивости, не требующий явного построения эллипсоидов.

Таким образом, теорема 8 устанавливает, что из существования семейства
покрывающих эллипсоидов, стягивающихся к положению равновесия, следу-
ет устойчивость по Ляпунову. Это важный результат, связывающий предло-
женный интегральный подход с классической теорией. Важно подчеркнуть,
что сама по себе интегральная устойчивость (определения 1–3) не эквива-
лентна устойчивости по Ляпунову. Таким образом, теорема 8 дает достаточ-
ные условия, при которых интегральные оценки позволяют сделать вывод о
точечной сходимости решений. Следствие 7 дополнительно предлагает легко-
проверяемый алгебраический критерий: отрицательность определенной ком-
бинации следа и максимального собственного числа матрицы линеаризации
гарантирует экспоненциальную устойчивость. Это делает метод конструктив-
ным и удобным для приложений.

9. Заключение

Предложен новый подход к анализу динамических систем, основанный на
исследовании эволюции взвешенного фазового объема. Получено интеграль-
ное тождество, которое связывает скорость изменения взвешенного объема
с производной весовой функции вдоль траекторий и дивергенцией вектор-
ного поля. Данный результат обобщает классическую теорему Лиувилля и
транспортную теорему Рейнольдса.

Сформулированы достаточные условия диссипативности и построены ин-
тегральные критерии устойчивости. Показано, что одновременное выполне-
ние условий для весовой функции и ее обратной величины приводит к гео-
метрическим ограничениям на динамику.

Разработан метод аппроксимации множеств достижимости с помощью
покрывающего и внутреннего эллипсоидов, эволюция которых описывает-
ся дифференциальными уравнениями, полученными из условий диссипатив-
ности. Установлена связь между предложенным интегральным подходом и
устойчивостью по Ляпунову.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Используя замену переменных с уче-
том начальных условий x = ϕt(ξ), где ξ ∈ Ω0, получим

I(t) =

∫

Ω0

W (ϕt(ξ), t) detJt(ξ) dξ, I−1(t) =

∫

Ω0

1

W (ϕt(ξ), t)
detJt(ξ) dξ.(Π.1)
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Учитывая, что область интегрирования Ω0 не зависит от t, продифферен-
цируем (Π.1):

dI

dt
=

∫

Ω0

[

d

dt

(

W (ϕt(ξ), t)
)

detJt(ξ) +W (ϕt(ξ), t)
d

dt
detJt(ξ)

]

dξ,

dI−1

dt
=

∫

Ω0

[

d

dt

(

1

W (ϕt(ξ), t)

)

det Jt(ξ) +
1

W (ϕt(ξ), t)

d

dt
det Jt(ξ)

]

dξ.

(Π.2)

Воспользовавшись (4), вычислим производные:

d

dt
W (ϕt(ξ), t) =

∂W (ϕt(ξ), t)

∂t
+∇W (ϕt(ξ), t)

⊤F (ϕt(ξ), t) и

d

dt

(

1

W (ϕt(ξ), t)

)

= − 1

W 2(ϕt(ξ), t)

d

dt
W (ϕt(ξ), t) = − Ẇ (ϕt(ξ))

W 2(ϕt(ξ))
.

Применяя (5) к слагаемому d
dt det Jt(ξ) в (Π.2), перепишем (Π.2) как

dI

dt
=

∫

Ω0

detJt(ξ)
[

Ẇ (ϕt(ξ), t) +W (ϕt(ξ), t) div F (ϕt(ξ), t)
]

dξ,

dI−1

dt
=

∫

Ω0

det Jt(ξ)

[

− Ẇ (ϕt(ξ), t)

W 2(ϕt(ξ), t)
+

1

W (ϕt(ξ), t)
divF (ϕt(ξ), t)

]

dξ.

Так как detJt(ξ) dξ = dx, то выполнив обратную замену переменных к x, при-
ходим к (6). Теорема 2 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 3. Применяя неравенство Коши–Буня-
ковского–Шварца к функциям

√
W и 1/

√
W на Ωt, получаем





∫

Ωt

W (x, t) dx









∫

Ωt

1

W (x, t)
dx



 >





∫

Ωt

√
W

1√
W

dx





2

> [vol(Ωt)]
2.

Из условий диссипативности (8) и теоремы 2 следует, что İ(t) 6 0 и İ−1(t) 6 0.
Из условий теоремы 3 функции I(t) и I−1(t) положительны. Тогда Π̇(t) :=
:= İ(t)I−1(t) + I(t)İ−1(t) 6 0. Следовательно, Π(t) не возрастает. Теорема 3
доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 5. Из выражений (6) и (12) имеем

d

dt

∫

Ωt

W (x, t) dx 6 −γ
∫

Ωt

W (x, t) dx,
d

dt

∫

Ωt

1

W (x, t)
dx 6 −γ

∫

Ωt

1

W (x, t)
dx.

Интегрируя это дифференциальное неравенство, получим (13). Теорема 5
доказана.
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Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 6. Доказательство теоремы разобьем на
две части. Сначала докажем выполнение условия покрытия (29). Затем по-
кажем выполнение (30).

Дока з а т е л ь с т в о у с л о в и я п о крытия (29). Перейдем к перемен-
ным Лагранжа. Для этого рассмотрим произвольную точку ξ ∈ Ω0. Ее образ
в момент времени t есть x(t) = ϕt(ξ). Определим функцию

Vξ(t) =W (x(t), t) = (x(t)− ct)
⊤Pt(x(t)− ct).(Π.3)

Покажем, что Vξ(t) 6 1 для всех t ∈ R+, если Vξ(0) 6 1.

Дифференцируя (Π.3) по времени вдоль решений (1) и (27), получим:

d

dt
Vξ(t) = (x(t)− ct)

⊤Ṗt(x(t)− ct) + 2(x− ct)
⊤Pt(F (x(t)− F (ct, t)).(Π.4)

С учетом (Π.3) перепишем первое условие диссипативности (12) в виде

(x(t)− ct)
⊤Ṗt(x(t) − ct) + 2(x− ct)

⊤Pt(F (x(t), t) − F (ct, t)) 6

6 −γVξ(t)− Vξ(t) divF (x(t), t).
(Π.5)

Принимая во внимание, что Vξ(t) > 0 (случай Vξ(t) = 0 означает x(t) = ct,
и тогда ограниченность очевидна, так как ct либо ограничен, либо его рост
контролируется отдельно), выразим из (Π.5) слагаемое с дивергенцией:

divF (x(t), t) 6 −γ −

− 1

Vξ(t)

[

(x(t)− ct)
⊤Ṗt(x(t)− ct) + 2(x− ct)

⊤Pt(F (x(t), t) − F (ct, t))
]

.
(Π.6)

Обозначим:

A(t) = (x(t)− ct)
⊤Ṗt(x(t)− ct) + 2(x− ct)

⊤Pt(F (x(t), t) − F (ct, t)).(Π.7)

Принимая во внимание (24), оценим слагаемые в (Π.7) и (Π.3) в виде

|(x− ct)
⊤Ṗt(x− ct)| 6 ‖Ṗt‖‖x− ct‖2,

|2(x− ct)
⊤Pt(F (x(t), t) − F (ct, t))| 6 2L‖Pt‖‖x− ct‖2.

‖x(t)− ct‖2 6 λmax(P
−1
t )Vξ(t).

(Π.8)

С учетом (Π.8) оценим сверху (Π.7) как

|A(t)| 6 λmax(P
−1
t )(‖Ṗt‖+ 2L‖Pt‖)Vξ(t).(Π.9)

Введем обозначение:

α(t) = λmax(P
−1
t )(‖Ṗt‖+ 2L‖Pt‖)(Π.10)
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и перепишем (Π.9) как |A(t)| 6 α(t)Vξ(t). Подставляя данную оценку в (Π.6),
получаем оценку сверху для дивергенции:

divF (x(t), t) 6 −γ + α(t).(Π.11)

Из первого условия диссипативности (12) и выражений (Π.4), (Π.5) имеем

dVξ
dt

6 −γVξ(t)− Vξ(t) divF (x(t), t).(Π.12)

Подставляя оценку (Π.11) в (Π.12), получаем
dVξ

dt 6 −α(t)Vξ(t). Так как

α(t) > 0 из (Π.10), то
dVξ

dt 6 0. Таким образом, Vξ(t) 6 Vξ(0) 6 1 для всех t > 0,

и выполнено условие покрытия Ωt ⊂ Ecov(ct, P−1
t ).

Теперь определим соотношение между L, divF (ct, t) и γ в виде (28). Для
этого подставим (25) в первое условие диссипативности (12). В результате
получим

(x− ct)
⊤Ṗt(x− ct) + 2(x− ct)

⊤Pt(F (x, t) − F (ct, t)) +

+ (x− ct)
⊤Pt(x− ct)( divF (x, t) + γ) 6 0.

(Π.13)

Пусть x = ct+εv, где ‖v‖ = 1 и малое число ε > 0. Тогда перепишем (Π.13)
как:

ε2v⊤Ṗtv+2εv⊤Pt(F (ct+εv)−F (ct, t))+ε2v⊤Ptv(divF (ct+εv)+γ)6 0.(Π.14)

Перенесем первые два члена в правую часть и разделим все выражение
на ε2:

v⊤Ptv( divF (ct + εv) + γ) 6 −v⊤Ṗtv −
2

ε
v⊤Pt(F (ct + εv)− F (ct, t)).(Π.15)

Из липшицевости F и ‖v‖ = 1 имеем

−2

ε
v⊤Pt(F (ct+εv)−F (ct, t))6

∣

∣

∣

∣

2

ε
v⊤Pt(F (ct+εv)−F (ct, t))

∣

∣

∣

∣

6 2‖Pt‖L.(Π.16)

Подставляя (Π.16) в (Π.15), получим:

v⊤Ptv( divF (ct + εv) + γ) 6 −v⊤Ṗtv + 2‖Pt‖L.(Π.17)

Переходя к пределу ε→ 0, перепишем (Π.17) как v⊤Ṗtv 6 2‖Pt‖L−
− v⊤Ptv( divF (ct, t) + γ). Это неравенство выполнено для всех единичных
векторов v. Выберем v, на котором v⊤Ṗtv минимален. Тогда:

−‖Ṗt‖ 6 min
‖v‖=1

v⊤Ṗtv 6 2‖Pt‖L− max
‖v‖=1

v⊤Ptv( divF (ct, t) + γ).
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Поскольку max‖v‖=1 v
⊤Ptv = ‖Pt‖, получим:

‖Ṗt‖ > ‖Pt‖( divF (ct, t) + γ − 2L).(Π.18)

Таким образом, имеем соотношение (28). Более того, ‖Ṗt‖+ 2L‖Pt‖ >

> ‖Pt‖
(

divF (ct, t) + γ
)

> 2L‖Pt‖.
Вывод эволюционных уравнений (30). В силу гладкости F ∈ C2 разложим

F (x, t)− F (ct, t) и divF (x, t) в окрестности ct:

F (x, t)− F (ct, t) = A(ct, t)(x− ct) + r(x, ct, t),

divF (x, t) = divF (ct, t) +∇( divF )(ct, t)
⊤(x− ct) + d(x, ct, t),

(Π.19)

где A(ct, t) =
∂F
∂x (ct, t), ‖r(x, ct, t)‖ = O(‖x− ct‖2) и |d(x, ct, t)| = O(‖x− ct‖).

Подставим (Π.19) в (Π.13):

(x− ct)
⊤Ṗt(x− ct) + 2(x− ct)

⊤PtA(ct, t)(x− ct) +

+ 2(x− ct)
⊤Ptr(x, ct, t) + (x− ct)

⊤Pt(x− ct)
(

divF (ct, t) + γ
)

+

+ (x− ct)
⊤Pt(x− ct)

(

∇( divF )(ct, t)
⊤(x− ct) + d(x, ct, t)

)

6 0.

(Π.20)

Зафиксируем произвольное направление v ∈ R
n, где ‖v‖ = 1, и положим

x = ct + εv, где ε > 0 мало. Подставим это в (Π.20) и разделим на ε2:

v⊤Ṗtv + 2v⊤PtA(ct, t)v + v⊤Ptv
(

divF (ct, t) + γ
)

+
2

ε
v⊤Ptr(ct + εv, ct, t) +

+ v⊤Ptv
(

∇( divF )(ct, t)
⊤(εv) + d(ct + εv, ct, t)

)

6 0.

Устремим ε → 0. Учитывая, что r(ct + εv, ct, t) = O(ε2) и d(ct + εv, ct, t) =
= O(ε), получим:

v⊤
[

Ṗt + 2PtA(ct, t) + ( divF (ct, t) + γ)Pt

]

v 6 0 ∀v.(Π.21)

Используя симметризацию 2v⊤PtA(ct, t)v = v⊤(PtA(ct, t) +A(ct, t)
⊤Pt)v,

перепишем (Π.21) как:

v⊤
[

Ṗt + PtA(ct, t) +A(ct, t)
⊤Pt + (divF (ct, t) + γ)Pt

]

v 6 0 ∀v.(Π.22)

Неравенство (Π.22) означает, что матрица

M cov
t := Ṗt + PtA(ct, t) +A(ct, t)

⊤Pt + (divF (ct, t) + γ)Pt

отрицательно полуопределена (M cov
t 6 0). Для построения покрывающего эл-

липсоида выберем «критический» случай M cov
t = 0, что соответствует мак-

симально быстрому сжатию и не противоречит (Π.13). Тогда получаем урав-
нение для Pt:

Ṗt +A(ct, t)
⊤Pt + PtA(ct, t) + ( divF (ct, t) + γ)Pt = 0.(Π.23)
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Для получения уравнения для Qt = P−1
t умножим (Π.23) слева и справа

на Qt:

QtṖtQt +QtA(ct, t)
⊤ +A(ct, t)Qt + (divF (ct, t) + γ)Qt = 0.(Π.24)

Используя тождество Q̇t = −QtṖtQt, которое следует из дифференциро-
вания PtQt = I, перепишем (Π.24) в форме (30). Теорема 6 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 7. Доказательство теоремы разобьем на
две части. Сначала докажем выполнение условия для внутреннего эллипсо-
ида (32). Затем покажем выполнение равенства (34).

Дока з а т е л ь с т в о у словия для внутренне го эллипсоида (32).
Рассмотрим произвольную точку ξ ∈ Ω0. Ее образ в момент времени t есть
x(t) = φt(ξ). Определим функцию Vξ(t) как в (Π.3). Применяя второе условие
диссипативности (12) в точке x(t) и учитывая (Π.4), приходим к нижней
оценке:

d

dt
Vξ(t) > γVξ(t) + Vξ(t) divF (x(t), t).(Π.25)

Найдем решение (Π.25) в виде

Vξ(t) > Vξ(0) exp





t
∫

0

[γ + divF (x(s), s)]ds



 .(Π.26)

Из (Π.26) следует, что для любого t ∈ R+ имеем Vξ(t) > δ(t) > 0, где δ(t)
определяется как минимум правой части (Π.26) по всем ξ ∈ Ω0. Это гаранти-
рует выполнение условия (32), т.е. ни одна точка области Ωt не принадлежит
внутреннему эллипсоиду.

Вывод эволюционного уравнения (34) для Qt. Вывод уравнения (34) анало-
гичен выводу уравнения (30) с той разницей, что используется второе условие
диссипативности (12). Проведем основные выкладки, следуя процедуре выво-
да уравнения (Π.19). Из второго условия (12) и выражений для производных
(Π.4) после подстановки и использования ċt = F (ct, t) получим:

−(x− ct)
⊤Ṗt(x− ct)− 2(x− ct)

⊤Pt(F (x, t)− F (ct, t)) +

+ (x− ct)
⊤Pt(x− ct)( divF (x, t) + γ) 6 0.

(Π.27)

Используя симметризацию для 2PtA(ct, t), разложения (Π.19) и переходя
к пределу x→ ct (т.е. полагая x = ct + εv и устремляя ε→ 0), запишем:

v⊤
[

−Ṗt − PtA(ct, t)−A(ct, t)
⊤Pt + (divF (ct, t) + γ)Pt

]

v 6 0 ∀v.

Выбирая критический случай (равенство нулю) с учетом условия (31), по-
лучаем уравнение для Pt:

−Ṗt −A(ct, t)
⊤Pt − PtA(ct, t) + ( divF (ct, t) + γ)Pt = 0.(Π.28)
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Умножая (Π.28) слева и справа на Qt = P−1
t и используя Q̇t = −QtṖtQt,

получаем (34). То есть уравнение (34) получено линеаризацией в окрестно-
сти центра и точно описывает эволюцию эллипсоида в пределе ‖x− ct‖ → 0.
Теорема 7 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 8. Зафиксируем произвольную началь-
ную точку ξ ∈ Bδ(0) и рассмотрим соответствующую траекторию x(t) =
= ϕt(ξ) ∈ ϕt(Bδ(0)). В силу условия инвариантности покрытия (37) имеем
x(t) ∈ Ecov(ct, P−1

t ) для всех t > 0, что по определению эллипсоида означает

(x(t)− ct)
⊤Q−1

t (x(t)− ct) 6 1.(Π.29)

Используем неравенство для квадратичных форм

‖x− ct‖2 6 λmax(Qt)(x− ct)
⊤Q−1

t (x− ct),(Π.30)

где λmax(Qt) – максимальное собственное число матрицы Qt. Применяя (Π.30)
вместе с (Π.29), получаем оценку ‖x(t)− ct‖ 6

√

λmax(Qt) 6 σ(t). Восполь-
зовавшись данной оценкой и неравенством треугольника, получим ‖x(t)‖ 6

6 ‖x(t)− ct‖+ ‖ct‖ 6 σ(t) + ‖ct‖. Из условий сходимости центра (38) и сходи-
мости эллипсоида (39) имеем limt→∞ ‖ct‖ = 0 и limt→∞ σ(t) = 0. Зафиксируем
произвольное ε > 0 и положим ε1 = ε2 = ε/2. Тогда существует T1 > 0 такое,
что ‖ct‖ < ε/2 для всех t > T1 и существует T2 > 0 такое, что σ(t) < ε/2 для
всех t > T2. Выбирая T = max{T1, T2}, получаем, что для всех t > T одновре-
менно выполняются оба неравенства, откуда σ(t) + ‖ct‖ < ε

2 + ε
2 = ε. Значит,

требуемый момент времени T всегда существует.

На конечном промежутке времени [0, T ] функция f(t) = σ(t) + ‖ct‖ непре-
рывна, следовательно, ограничена некоторой константой MT . Выберем на-
чальный радиус δ настолько малым, чтобы для всех траекторий, стартующих
из Bδ(0), выполнялось неравенство

‖x(t)‖ 6 σ(t) + ‖ct‖ < ε ∀t > 0.(Π.31)

Возможность такого выбора δ обеспечивается непрерывной зависимостью
решений от начальных условий и тем фактом, что функции σ(t) и ‖ct‖ опреде-
ляются самой системой (1) и не зависят от выбора конкретной точки в Bδ(0).
Таким образом, для любого ε > 0 найдется δ > 0 такое, что из ‖x(0)‖ < δ сле-
дует ‖x(t)‖ < ε для всех t > 0. Это в точности определение устойчивости по
Ляпунову.

Из оценки (Π.31) и условий σ(t) → 0 и ‖ct‖ → 0 при t→ ∞ непосред-
ственно вытекает, что для любой траектории x(t) с начальным условием
в Bδ(0) выполняется limt→∞ ‖x(t)‖ = 0. Если дополнительно выполнены экс-
поненциальные оценки σ(t) 6 Ce−γt, ‖ct‖ 6 Ce−γt, то из (Π.31) получаем
‖x(t)‖ 6 Ce−γt + Ce−γt = 2Ce−γt. Поскольку для линейных систем и в ло-
кальной окрестности нелинейных систем норма решения допускает оценку
‖x(t)‖ 6 Ke−γt‖x(0)‖, а в рассматриваемом случае ‖x(0)‖ 6 δ, окончательно
имеем ‖x(t)‖ 6

2C
δ ‖x(0)‖e−γt, что означает экспоненциальную устойчивость.

Теорема 8 доказана.
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