
Автоматика и телемеханика, № 11, 2026

Линейные системы

c© 2026 г. О.Ю. СУМЕНКОВ (sumenkov.oy@talantiuspeh.ru),
И.М. ТАРАБУКИН (tarabukin.im@talantiuspeh.ru),

С.В. ГУСЕВ, канд. физ.-мат. наук (gusev.sv@talantiuspeh.ru)
(Научно–технологический университет “Сириус”, Сириус),

Л.М. ФРИДМАН, д-р техн. наук (lfridman@unam.mx)
(Национальный автономный университет Мексики, Мехико)

ПРИЛОЖЕНИЕ ЛЯПУНОВСКОГО СИНТЕЗА К РЕЛЕЙНОМУ
УПРАВЛЕНИЮ КЛАССОМ ВОЗМУЩЕННЫХ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

С НЕОПРЕДЕЛЕННЫМИ ПЕРИОДИЧЕСКИМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ1

Рассматривается задача стабилизации класса периодических линейных
систем с неопределенностями в матрицах состояния/управления и неза-
тухающими согласованными возмущениями. Предложен метод на основе
квадратичной функции Ляпунова, построенной для вспомогательной си-
стемы с неопределенностью в матрице состояния, существование которой
доказывается с помощью дифференциального уравнения Риккати с пе-
риодическими коэффициентами. Показано, что любая стабилизирующая
обратная связь на его основе определяет семейство линейных многооб-
разий (скольжения), где траектории системы асимптотически устойчи-
вы. Синтезируются разрывные регуляторы, обеспечивающие сходимость
решений к выбранному многообразию за конечное время в присутствии
неопределенности в матрице управления и внешних возмущениях. Эф-
фективность методики подтверждена численным моделированием.
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1. Введение

В классическом подходе к построению вынужденного скользящего режи-
ма, предложенном В. И. Уткиным [1], первым шагом является выбор многооб-
разия пониженной размерности (поверхности скольжения), которое должно
обладать желаемыми динамическими свойствами. Это можно осуществить,
например, путем последовательного преобразования системы в регулярную
форму [2] и последующего задания собственных значений или же, альтерна-
тивно, используя формулу Аккерманна и т.д. После чего формируется раз-
рывный (релейный) закон управления, обеспечивающий достижение поверх-

1 Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского научного фонда
(проект №24-11-20009).
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ности скольжения за конечное время. Изначально, для доказательства ис-
пользовались негладкие функции Ляпунова, требующие анализа устойчиво-
сти на пересечениях поверхностей скольжения, позже были получены доста-
точные условия для систем с доминирующей диагональю [3]. Таким образом,
данный подход обеспечивает сходимость за конечное время к многообразию
с желаемым поведением, а кроме того, инвариантность по отношению к со-

гласованным возмущениям [4].

Группа Г. Лейтманна впоследствии развила метод [5], позже назван-
ный Ляпуновским синтезом. В данном подходе рассматривается система с
неопределенностью, для устойчивой номинальной части которой предполага-
ется известной (номинальная) функция Ляпунова. После чего строится уни-
тарное управление [6], с тем чтобы компенсировать согласованные возмуще-
ния, а также обеспечить применимость номинальной функции Ляпунова для
исследования устойчивости исходной неопределенной системы. Следует отме-
тить, что существование или возникновение скользящих режимов вследствие
добавления разрывного унитарного управления в рамках данного метода ав-
торами не рассматривалось.

1.1. Мотивационный пример управления с позиций Ляпуновского синтеза

и скользящих режимов

Рассмотрим автономную систему (x ∈ R
n, u ∈ R

m) аффинную по управле-
нию с неопределенностью в матрице управления и ограниченным возмуще-
нием δ(t, x), действующим в канале управления,

ẋ = f(x) +B(x) ((I+∆B(t))u+ δ(t, x)) ,(1)

где f(x), B(x) – известные гладкие непрерывные функции, а функция ∆B(t)
неизвестна, но ограничена. Пусть существует вспомогательный закон управ-
ления по обратной связи uaux , ϕ(x) такой, что при замыкании системы

ẋ = f(x) +B(x)uaux(2)

ее решения асимптотически устойчивы. Также предположим, что известна
непрерывная функция Ляпунова V (x), такая что для ее производной на ре-
шениях замкнутой системы (2) выполняется неравенство V̇ (x) 6 −α (‖x‖),
где α – K-функция.

Следуя процедуре Ляпуновского синтеза, обозначив (∂V (x)/∂x)⊤B(x)
как w⊤(x), вычислим производную функции Ляпунова V (x) на решениях
исходной возмущенной системы (1), замкнутой u = ϕ(x) + v:

V̇ 6 −α (‖x‖) + 2w⊤(x)
[

(I+∆B(t)) v + δ(t, x) + ∆B(t)ϕ(x)
]

.(3)

Тогда цель нового управления v, изначально реализованного в виде унитар-
ного регулятора [6]

v = −κunit(t, x)
w(x)

‖w(x)‖
,
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где κunit(t, x) ∈ R++ (здесь и далее R++ (R+) обозначает множество положи-
тельных (неотрицательных) вещественных чисел), при его подстановке в (3)

V̇ 6 −α (‖x‖)− 2w⊤(x)

[

(I+∆B(t))κunit(t, x)
w(x)

‖w(x)‖
− δ(t, x) −∆B(t)ϕ(x)

]

состоит в том, чтобы обеспечить неотрицательность выражения в скоб-
ках, предполагая ограниченность ‖δ(t, x) +∆B(t)ϕ(x)‖ 6 ∆(t, x). Откуда бу-
дет следовать: V̇ 6 −α (‖x‖) < 0 – асимптотическая устойчивость замкнутой
системы (1).

При рассмотрении (3) заметим, что идейно альтернативный поход к обес-
печению неравенства V̇ (x) < 0 на решениях замкнутой системы предлагается
в теории скользящих режимов. Выбрав w(x) , B(x)⊤ (∂V (x)/∂x) в качестве
переменной скольжения, синтезируем разрывное управление, например век-
торное

u = κrel(t, x)Sign(w(x)),

где

κrel(t, x) = diag{κrel1 , . . . , κrelm}, Sign(w(x)) = [sign(w1(x)), . . . , sign(wm(x))]⊤,

такое что равенство w(t, x) = 0 будет выполняться для всех t > tw > 0. Со-
ответственно для ∀ t > tw будет справедливо неравенство V̇ 6 −α (‖x‖).

Таким образом, процедура Ляпуновского синтеза предоставляет естествен-
ный выбор переменной скольжения в виде w(x) = B(x)⊤ (∂V (x)/∂x). Более
того, любая функция Ляпунова для вспомогательной системы позволяет сге-
нерировать поверхность разрыва, которая гарантирует устойчивость возму-
щенной системы. В свою очередь, если задана переменная скольжения (по-
верхность скольжения), то в теории скользящих режимов предлагается мно-
жество регуляторов, в том числе непрерывные, Липшицевы и даже алгорит-
мы на высших порядков [7, 8]. Соответственно, независимо развиваемые под-
ходы – Ляпуновский синтез и скользящие режимы – могут существенным
образом обогатить друг друга.

С точки зрения данной парадигмы первым примером можно считать ра-
боту [9], где для линейной автономной системы с неопределенностями ав-
торами была предпринята попытка продемонстрировать возможность выбо-
ра множества линейных поверхностей скольжения на основе квадратичной
функции Ляпунова, используя алгебраическое уравнение Риккати. Более де-
тально данный подход был развит в [10], где для аналогичных целей приме-
нялся аппарат линейно-матричных неравенств (ЛМН), а также были получе-
ны необходимые и достаточные условия на существование такого множества
поверхностей скольжения. Значительно позже утверждение о том, что суще-
ствование стабилизирующей обратной связи на основе квадратичной функ-
ции Ляпунова эквивалентно существованию регулятора на скользящих режи-
мах (существованию многообразия скольжения), было сформулировано в [11],
а затем приложено к задаче синтеза отказоустойчивого управления в [8].
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Обобщение подхода к стабилизации систем с неопределенными коэффици-
ентами в присутствии согласованных возмущений с позиций теории скользя-
щих режимов [11] для систем с периодическими коэффициентами находится
на начальной стадии.

В частности, в [12] исследовалась робастная орбитальная стабилизация
в контексте управления неполноприводными системами с помощью метода
виртуальных сервосвязей [13]. В работе с использованием преобразования
Флоке–Ляпунова периодическая линеаризованная трансверсальная динами-
ка приводилась к автономной системе, после чего происходил синтез линей-
ной поверхности скольжения. Позднее в [14] для линейной системы с периоди-
ческими коэффициентами и скалярным управлением была предложена про-
цедура построения скользящего режима, служащего для компенсации огра-
ниченных согласованных возмущений, зависящих от времени.

Задача стабилизации систем с периодическими коэффициентами при на-
личии внешних возмущений рассматривалась теоретически в [15], а для
нестационарных систем в [16]. Подобная задача в случае неопределенностей
представляет интерес для ряда приложений, таких как стабилизация перио-
дических траекторий шагающих механизмов [17], сферических роботов [18],
маятниковых систем [13], манипуляторов [19, 20] и др.

2. Постановка задачи

В работе рассматривается возмущенная линейная система с неопределен-
ными [21] периодическими коэффициентами

ẋ =
[

A(t) +B(t)Γ(t)E(t)
]

x+B(t)
[

(I+∆B(t))u+ δ(t, x)
]

,(4)

где x ∈ R
n – вектор состояния, u ∈ R

m – вектор управляющих воздействий,
A(t) = A(t+ T ) ∈ R

n×n, B(t) = B(t+ T ) ∈ R
n×m – известные непрерывные

T -периодические матричные функции. Неопределенность в матрице состоя-
ния принадлежит образу B(t); E(t) = E(t+ T ) ∈ R

k×n есть известная непре-
рывная T -периодическая матричная функция; матричная функция Γ(t) ∈
∈ R

m×k неизвестна. Неопределенность в матрице управления определяется
неизвестным ∆B(t) ∈ R

m×m; δ(t, x) ∈ R
m – вектор возмущений, действующих

в канале управления (согласованных ) [4].

Допу щ ени е 1. Относительно неопределенностей и вектора возмущения
системы (4) предполагается выполненным следующее:

Д.1.1 Неопределенность в матрице состояний удовлетворяет оценке

Γ(t)⊤Γ(t) 6 I;

Д.1.2 Неопределенность в матрице управления удовлетворяет оценке2

‖∆B(t)‖∗ 6 ε̄ < 1;

2 Через ||W ||2 обозначена спектральная норма W , а через ||W ||∞ – максимальная сумма
абсолютных значений элементов строк W .
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Д.1.3 Возмущение δ(t, x) ограничено известной неотрицательной функци-
ей ρ(t, x) : R+ × R

n 7→ R+, так что

0 6 ‖δ(t, x)‖2 6 ρ(t, x).

Отметим, что допущение Д.1.1 не умаляет общности неопределенности в мат-
рице состояния, поскольку можно провести ее масштабирование за счет со-
ответствующего выбора матричных функций B(t) и E(t).

Зад а ч а 1. Синтезировать закон управления линейной системы с

периодическими коэффициентами при наличии ограниченных согласованных

возмущений и неопределенностей заданной структуры в матрицах состоя-

ния и управления (4), который гарантирует асимптотическую устойчи-

вость замкнутой системы.

В данной работе предлагается решение задачи 1 на основе Ляпуновско-
го синтеза, включающее три этапа. На первом этапе для вспомогательной
системы с неопределенностью в матрице состояния строятся квадратичные
функции Ляпунова на основе анализа дифференциального уравнения Рикка-
ти с периодическими коэффициентами. На втором этапе указанные функции
используются для построения семейства периодических многообразий сколь-
жения пониженной размерности, на которых замкнутая система асимптоти-
чески устойчива. На третьем этапе синтезируется разрывный регулятор (век-
торный и унитарный), обеспечивающий достижение выбранного многообра-
зия за конечное время при наличии неопределенностей в матрице управления
и ограниченных согласованных возмущений.

Ключевые особенности подхода заключаются в следующем: 1. Разделение
неопределенностей между этапами синтеза: неопределенности в матрице со-
стояния учитываются на этапе построения функции Ляпунова и поверхности
скольжения, тогда как неопределенности в матрице управления и согласован-
ные внешние возмущения компенсируются средствами скользящих режимов.
2. Синтез разрывного управления осуществляется без приведения системы к
регулярной форме [1, 2]. Переменная скольжения задается непосредственно в
исходных координатах, это сохраняет структуру системы (включая структу-
ру неопределенностей) и исключает необходимость введения дополнительных
нестационарных преобразований координат, что особенно важно для систем
с периодическими коэффициентами.

3. Стабилизация вспомогательной системы с неопределенностью
в матрице состояния

Сначала рассмотрим систему (4) без учета неопределенности в матрице
управления и возмущения

ẋ =
[

A(t) +B(t)Γ(t)E(t)
]

x+B(t)u.(5)
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Опр е д е л е н и е 1 [22, 23]. Пара A(t), B(t) называется стабилизируемой

тогда и только тогда, когда существует T -периодическая m× n матрич-

ная функция K(t) = K(t+ T ), такая что система ẋ = (A(t) +B(t)K(t)) x
устойчива.

С учетом этого определения сформулируем следующее содержательное
утверждение.

Те ор ем а 1. Пусть выполнены следующие условия:

1) Пара A(t), B(t) стабилизируема на периоде [0, T ];

2) Неопределенная матричная функция Γ(t) удовлетворяет допуще-

нию Д.1.1.

Тогда система (5), замкнутая линейной обратной связью с периодиче-

скими коэффициентами

u = −R−1(t)B⊤(t)P (t)x,(6)

асимптотически устойчива. Здесь P (t) ∈ S
n
++

3 является непрерывным

T -периодическим положительно определенным решением периодического

дифференциального уравнения Риккати

(7) Ṗ (t) + P (t)A(t) +A⊤(t)P (t) − P (t)B(t)
(

R−1(t)− µ(t)I
)

B⊤(t)P (t) +

+
1

µ(t)
E⊤(t)E(t) +Q(t) = 0

для заданных непрерывных Q(t) = Q(t+ T ) ∈ S
n
++, R(t) = R(t+ T ) ∈ S

m
++

и 0 < µ(t) < λmin

(

R−1(t)
)

.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Рассмотрим кандидата на функцию
Ляпунова V (t, x(t)) = x(t)⊤ P (t)x(t). Производная V (t, x(t)) на решениях за-
мкнутой системы (5), (6) имеет вид

(8) V̇ (t, x) = x⊤
[

Ṗ (t) + P (t)A(t) +A⊤(t)P (t)
]

x−

− 2x⊤P (t)B(t)R−1(t)B⊤(t)P (t)x+

+ x⊤
[

(B(t)Γ(t)E(t))⊤P (t) + P (t)B(t)Γ(t)E(t)
]

x.

Воспользовавшись известным фактом [21], что для любых матриц X, Y соот-
ветствующих размерностей выполняется неравенство X⊤Y +Y ⊤X 6 µX⊤X+
+ 1

µ
Y ⊤Y для любых µ > 0, заметим, что для части (8), содержащей неопре-

деленность, справедливо следующее неравенство:

x⊤
[

P (t)B(t)Γ(t)E(t) + Γ⊤(t)E⊤(t)B⊤(t)P (t)
]

x 6

6 x⊤
[

µ(t)P (t)B(t)B⊤(t)P (t) +
1

µ(t)
E⊤(t)Γ⊤(t)Γ(t)E(t)

]

x

3 Здесь и далее S
n
++ обозначает конус положительно определенных матриц размером

n× n.
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для некоторой гладкой скалярной функции µ(t) > 0. Принимая во внима-
ние Д.1.1: Γ⊤(t)Γ(t) 6 I, покажем, что выражение (8) ограничено сверху сле-
дующим образом:

(9) V̇ (t, x) 6 x⊤
[

Ṗ (t) + P (t)A(t) +A⊤(t)P (t)
]

x−

− x⊤P (t)B(t)
[

2R−1(t)− µ(t)I
]

B⊤(t)P (t)x+
1

µ(t)
x⊤E⊤(t)E(t)x.

Вычтя периодическое дифференциальное уравнение Риккати (7) из (9), по-
лучим

V̇ (t, x) 6 −x⊤ P (t)B(t)R−1(t)B⊤(t)P (t)x− x⊤Q(t)x 6 −x⊤Q(t)x < 0.

Из того факта, что P (t) и Q(t) непрерывны T -периодичны и положитель-
но определены, следует, что ∃ α > 0 : Q(t) > αP (t) ∀ t, это влечет оценку
V̇ (t, x(t)) 6 −αV (t, x(t)) на решениях замкнутой системы и, соответственно,
V (t, x(t)) 6 e−αtV (0, x(0)) → 0 при t → 0. В силу их непрерывности и пери-
одичности существует β > 0, такое что ‖x(t)‖2 6 βV (t, x(t)) для ∀ t, откуда
следует асимптотическая устойчивость замкнутой системы (5), (6). Теорема
доказана.

Зам е ч а ни е 1. Теорема 1 гарантирует (см. [23], теорема 6.3) существова-
ние периодического положительно определенного решения P (t) = P (t+ T ) ∈
∈ S

n
++ дифференциального уравнения Риккати (7) при 0 < µ(t) <

< λmin

(

R−1(t)
)

в случае согласованных неопределенностей B(t)Γ(t)E(t).

4. Стабилизация исходной возмущенной системы (4)

В соответствии с процедурой Ляпуновского синтеза, описанной в разде-
ле 1.1, введем новую переменную

w(t, x) , B(t)⊤ (∂V (t, x)/∂x) = B⊤(t)P (t)x , K(t)x,(10)

определяемую периодической функцией Ляпунова P (t) системы (5), которая
была получена с помощью стабилизирующего решения уравнения (7).

4.1. Ляпуновский синтез для системы (4)

Вторая часть подхода к стабилизации системы (4) на основе Ляпунов-
ского синтеза заключается в построении унитарного регулятора на основе
теоремы 1. В частности, выпишем производную функции Ляпунова из теоре-
мы 1 на решениях системы (4), замкнутую u(t, x) = v −R−1(t)K(t)x приK(t),
определяемым (10),

(11) V̇ = x⊤
(

Ṗ (t) + P (t)Acl(t) +A⊤
cl(t)P (t)

)

x+

+ 2x⊤P (t)B(t)
[

(I+∆B(t)) v −∆B(t)R−1(t)K(t)x+ δ(t, x)
]

,

где Acl(t) , A(t) +B(t)Γ(t)E(t)−B(t)R−1(t)K(t).
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У тв е ржд е ни е 1. Пусть выполнены условия теоремы 1, а также

неопределенность ∆B(t) и возмущение δ(t, x) удовлетворяют допущениям

Д.1.2 и Д.1.3 соответственно. Тогда регулятор вида

u = −R−1(t)K(t)x− κlr(t, x)
w(t, x)

||w(t, x)||
,(12)

где w(t, x) определяется (10), а коэффициент κlr(t, x) > 0 выбран так что

κlr(t, x) >
ρ(t, x) + ε̄‖R−1(t)K(t)‖‖x‖

1− ε̄
,(13)

обеспечивает асимптотическую устойчивость системы (4).

Доказательство утверждения 1 приведено в Приложении.

Отметим, несмотря на то, что утверждение 1 устанавливает асимптотиче-
скую устойчивость системы с верхней оценкой скорости сходимости (опреде-
ляемой теоремой 1) к тривиальному решению x = 0, фактическое поведение
решения x(t) при наличии возмущений остается неопределенным, поскольку
не гарантируется выполнение условия w(t, x) = 0.

В этой ситуации естественным образом привлекается теория скользящих
режимов, позволяющая обеспечить не только асимптотическую устойчивость
системы (4), но и точно предопределить динамику x(t) на заданном многооб-
разии скольжения начиная с некоторого момента времени tw > 0. Это дости-
гается благодаря свойству инвариантности (invariance conditions) скользящих
режимов по отношению к согласованным возмущениям [4].

4.2. Синтез скользящих режимов

Важно подчеркнуть, что в отличие от случая линейных поверхностей
скольжения для систем с постоянными коэффициентами в настоящей ра-
боте рассматривается система с периодическими коэффициентами. В этом
случае функция Ляпунова и соответствующий стабилизирующий линейный
закон управления (6) зависят от времени t явным образом. Введенная ра-
нее переменная (скольжения) (10) задает семейство линейных многообразий
скольжения W(t) , {x ∈ R

n : w(t, x) = 0}. В связи с этим возникает необхо-
димость предварительного исследования свойств данного семейства и усло-
вий, при которых возможно обеспечить достижение и поддержание скользя-
щего режима.

4.2.1. Исследование поведения решений замкнутой системы

на выбранном многообразии скольжения

Следующая теорема позволяет описать поведение решений системы (4)
на W(t).

Те ор ем а 2. Пусть выполняются условия теоремы 1, а также следую-

щие условия:

1) rankB(t) = m, ∀ ; t
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2) Неопределенность в матрице управления ∆B(t) удовлетворяет допу-

щению Д.1.2;

3) Известен некоторый закон управления ψ(t, x), обеспечивающий

w(t, x) = 0 (10) для некоторого решения x(t) системы (4), замкнутой ψ(t, x),
за конечное время tw.

Тогда это решение x(t) асимптотически устойчиво.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Поведение переменной скольжения
w(t, x) (10) в силу решений (4) может быть описано следующим выражением:

ẇ(t, x) = K̇(t)x+K(t)ẋ =
[

K̇(t) +K(t)A∆(t)
]

x+

+K(t)B(t) [(I+∆B(t))u+ δ(t)] ,

где A∆(t) = A(t) +B(t)Γ(t)E(t). Условие теоремы предполагает существова-
ние закона управления ψ(t, x), обеспечивающего выполнение w(t, x) = 0; сле-
довательно, ẇ(t, x) = 0 для всех t > tw. Тогда управление для замкнутой си-
стемы при t > tw, также известное как эквивалентное управление [1], имеет
вид

ueq = − (I+∆B(t))−1
(

δ(t) + (K(t)B(t))−1
[

K(t)A∆(t) + K̇(t)
]

x
)

.(14)

Заметим, что (I+∆B(t))−1 существует в силу Д.1.2, а матрица K(t)B(t) =
= B⊤(t)P (t)B(t) не вырождается, поскольку B(t) полного ранга m в соответ-
ствии с условием теоремы, а P (t) ≻ 0 из условия теоремы 1.

Подставив эквивалентное управление (14) в исходную систему (4), полу-
чим, так называемое уравнение идеального скользящего режима

ẋ =
([

I−B(t) (K(t)B(t))−1K(t)
]

A∆(t)−B(t) (K(t)B(t))−1 K̇(t)
)

x.(15)

Выберем в качестве кандидата функцию Ляпунова, использованную в дока-
зательстве теоремы 1. Ее производная на решениях (15) имеет вид

V̇ (t, x) = x⊤P (t)
([

I−B(t) (K(t)B(t))−1K(t)
]

A∆(t)−

−B(t) (K(t)B(t))−1 K̇(t)
)

x+

+ x⊤
([

I−B(t) (K(t)B(t))−1K(t)
]

A∆(t)−

−B(t) (K(t)B(t))−1 K̇(t)
)⊤
P (t)x+ x⊤Ṗ (t)x.

Упростим получившееся выражение и сгруппируем его следующим образом:

(16) V̇ (t, x) = x⊤Ṗ (t)x+ x⊤P (t)A∆(t)x+ x⊤A⊤
∆(t)P (t)x−

− x⊤P (t)B(t) (K(t)B(t))−1

[

K(t)A∆(t) + K̇
]

x− x⊤
[

K(t)A∆(t) + K̇
]⊤

(K(t)B(t))−⊤B⊤(t)P (t)x.
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В силу эквивалентного управления выполняется условие w(t, x) = 0, т.е.
B⊤(t)P (t)x = 0. Упростим (16) как

V̇ (t, x) = x⊤Ṗ (t)x+ x⊤P (t)A∆(t)x+ x⊤A⊤
∆(t)P (t)x.(17)

Выполнение условия B⊤(t)P (t)x = 0 означает, что эквивалентное управ-
ление (14) приводит систему к номинальному виду (с неопределенностью
B(t)Γ(t)E(t)), т.е. выражение (17) совпадает с (8), которое приведено в дока-
зательстве теоремы 1. Применяя последовательно рассуждения, приведенные
в теореме 1, получим V (t, x(t)) 6 e−αtV (0, x(0)) и, следовательно, асимптоти-
ческую устойчивость рассматриваемого решения x(t).

4.2.2. Синтез разрывных регуляторов

В предыдущих разделах были сформулированы теоремы 1 и 2, позволяю-
щие естественным образом выбрать семейство многообразий скольжения, на
котором решения системы асимптотически устойчивы, в случае периодиче-
ских коэффициентов, а также учитывая неопределенность в матрице состоя-
ния. Финальным шагом является синтез разрывных регуляторов с целью
обеспечить сходимость выбранных переменных скольжения к нулю (условие
теоремы 2) при наличии неопределенностей в матрице управления и ограни-
ченных согласованных возмущений. Модифицировав допущение Д.1.2, поло-
жим выполненным следующее

Допу щ ени е 2. Неопределенность в матрице управления удовлетворяет
оценке

‖K(t)B(t)∆B(t) (K(t)B(t))−1 ‖∗ 6 ε < 1,

где K(t) определено в соответствии с (10).

Рассмотрим динамику выбранной переменной скольжения w(t, x) = K(t)x
на решениях исходной системы (4)

ẇ(t, x) =
[

K̇(t) +K(t) (A(t) +B(t)Γ(t)E(t))
]

x+

+K(t)B(t)
[

(I+∆B(t))u+ δ(t, x)
]

.
(18)

Те ор ем а 3. Пусть неопределенности и возмущения удовлетворяют до-

пущениям Д.1.1–Д.1.3, Д.2.

Тогда для системы (18) регулятор вида

u = − (K(t)B(t))−1

(

[

K(t)A(t) + K̇(t)
]

x+ κ(t, x)Sign(w(t, x))

)

,(19)

где Sign(w(t, x)) = [sign(w1(t, x)), . . . , sign(wm(t, x))]⊤, а матрица коэффици-

ентов κ(t, x) = diag{κ1, . . . , κm} > 0 выбрана таким образом, что выполня-
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ются поэлементные неравенства4

κi(t, x) > ε
m
∑

j=1

κj(t, x) + ηi(t, x), i = 1,m,(20)

при ηi(t, x) = ‖Ki(t)B(t)‖ρ(t)+
(

‖Ki(t)B(t)‖‖E(t)‖+ ε‖K(t)A(t) + K̇(t)‖
)

‖x‖,

обеспечивает сходимость w(t, x) к нулю за конечное время tw 6
6 1

γ
‖w(0, x(0))‖ для некоторого γ > 0.

Доказательство теоремы 3 приведено в Приложении. Аналогичный результат
может быть получен для унитарного управления.

Те ор ем а 4. Пусть неопределенности и возмущения удовлетворяют до-

пущениям Д.1.1–Д.1.3.

Тогда для системы (18) регулятор вида

u = − (K(t)B(t))−1

(

[

K(t)A(t) + K̇(t)
]

x+ κ(t, x)
w(t, x)

||w(t, x)||

)

,(21)

где коэффициент κunit(t, x) > 0 выбран таким образом, что выполняется

неравенство

κunit(t, x) >
η(t, x)

1− ε
(22)

при η(t, x) = ‖K(t)B(t)‖ρ(t) +
(

‖K(t)B(t)‖‖E(t)‖ + ε‖K(t)A(t) + K̇(t)‖
)

‖x‖,

обеспечивает сходимость w(t, x) к нулю за конечное время tw 6
6 1

β
‖w(0, x(0))‖ для некоторого β > 0.

Доказательство теоремы 4 приведено в Приложении.

Сл ед с т в и е 1. Система (4), замкнутая (19), (20) (или (21), (22)), гло-

бально асимптотически устойчива.

Дока з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 1. Применяя теорему 2 к каждому ре-
шению x(t) замкнутой системы (4), (19), (20) (или (4), (21), (22)), получим
сформулированное следствие 1.

4.3. Сравнение Ляпуновского синтеза

и теории скользящих режимов

Построение поверхности разрыва для линейных систем с периодически-

ми коэффициентами в рамках теории скользящих режимов представляет
собой нетривиальную задачу. Конструктивный подход к ее решению дает
процедура Ляпуновского синтеза [5]. Применительно к рассматриваемому

4 При достаточно малом ε система неравенств (20) разрешима, в частности при ε < 1/m.
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классу систем она позволяет построить периодическую квадратичную функ-
цию Ляпунова V (t, x(t)) = x⊤(t)P (t)x(t) (теорема 1) для вспомогательной си-
стемы (5), задаваемую решением периодического дифференциального урав-
нения Риккати специального вида (7). Согласно теореме 2 решения систе-
мы x(t) асимптотически устойчивы на семействе линейных многообразий
W(t) = {x ∈ R

n : w(t, x) = 0}, где переменная скольжения w(t, x) определя-
ется как производная Ли функции V (t, x(t)) вдоль векторного поля B(t).
Тем самым множество W(t) параметризуется стабилизирующими решения-
ми уравнения (7), которые соответствуют различному выбору матриц Q(t)
и R(t) ≻ 0.

Кроме того, унитарный регулятор, использующийся в рамках данной мето-
дологии [6], испытывает разрыв только на w(t, x) = 0 и обеспечивает одновре-
менную сходимость всех компонент w(t, x) к нулю. Несмотря на установление
асимптотической устойчивости (утверждение 1) с верхней оценкой скорости
сходимости к x = 0, фактическое поведение решения x(t) при наличии возму-
щений остается неопределенным, поскольку выполнение условия w(t, x) = 0
не гарантируется.

В этих условиях применение теории скользящих режимов позволяет не
только обеспечить асимптотическую устойчивость системы (4), но и полно-
стью определить динамику x(t) на семействе W(t) для всех t > tw > 0 за счет
свойства инвариантности относительно согласованных возмущений [4].

При условии построения семейства W(t) теория скользящих режимов обес-
печивает: (i) существование регуляторов, гарантирующих достижение усло-
вия w(t, x) = 0 за конечное время: релейных (продемонстрировано в теоре-
ме 3), липшицевых, терминальных, на основе скользящих режимов высших
порядков; (ii) возможность определения эквивалентного управления, поддер-
живающего выполнение условия w(t, x) = 0 при t > tw, в отличие от Ляпу-
новского подхода.

Платой за полную определенность динамики на W(t) являются увеличен-
ные оценки коэффициентов усиления разрывных регуляторов κ(t, x) (теоре-
ма 3) и κunit(t, x) (теорема 4), что приводит к более выраженному эффекту
чаттеринга в канале управления u(t) по сравнению с регуляторами на основе
Ляпуновского синтеза (см. κlr(t, x) в утверждении 1).

5. Иллюстративный пример

Для демонстрации предложенного метода рассмотрим систему с неопре-
деленными периодическими коэффициентами вида

ẋ = (A+B(t)Γ(t)E(t)) x+B(t) ([1 + ∆B(t)]u+ δ(t, x)) ,(23)

где A = TA1T
−1, A1 =

(

I2 O2×2

O2×2 A2

)

, A2 =

(

−1 1
−1 −1

)

, T =

(

I2 O2×2

αI2 I2

)

,

B(t) =

(

B1(t) O2×1

O2×1 B1(t)

)

, B1(t) =

(

sin(t)
cos(t)

)

, E(t) = 0,1 (sin(t) + 2) 1⊤4 (здесь 14 –
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вектор-столбец размера 1× 4, заполненный единицами), а неопределенности
и возмущения, удовлетворяющие допущениям Д.1.1–Д.1.3, приняты следую-
щими:

Γ(t) =

(

0,19 + 0,05ζ1
−0,09 + 0,04ζ2

)

, ∆B(t) =

(

0,1ζ3 0,02ζ4
0,02ζ5 0,1ζ6

)

, δ(t) =

(

δ1(t)
δ2(t)

)

,

где δ1(t) = 0,2ζ7+0,4 sin(3πt)+0,3 sin(11πt)+5‖x‖; δ2(t) = 0,3ζ8+0,5 sin(5πt)+
+ 0,4 sin(7πt) + 6‖x‖, а ζi – независимые реализации равномерного шума
из [−1, 1] для i = 1, 8. Для согласованных возмущений δ(t, x) справедлива
грубая оценка ρ(x) > ‖δ(t, x)‖, где ρ(x) = 1,5 + 7,82‖x‖.

Зам е ч а ни е 2. Для рассматриваемой пары A(t), B(t) матрица управляе-
мости Калмана вырождена в каждой точке времени. Более того, обобщенная
матрица управляемости [24] Ok(t) =

(

N0(t)N1(t) · · · Nk−1(t)
)

, где Nj+1(t) =

= Ṅj(t)−A(t)Nj(t), N0(t) = B(t), k > n, имеет неполный ранг при всех t и
всех k > n. Это обстоятельство затрудняет применение стандартных про-
цедур синтеза, опирающихся на конструкции, требующие полной управляе-
мости системы. В частности, в работе [25], посвященной задаче наблюдения
для класса дифференциально наблюдаемых систем, используется увеличе-
ние размерности (k > n), при котором обеспечивается корректность выра-

жений вида
(

O⊤
k (t)Ok(t)

)−1
O⊤

k (t). В рассматриваемом случае, ввиду непол-
ного ранга Ok(t) для всех k > n, такая конструкция неприменима. В то же
время система является стабилизируемой5 , несмотря на отсутствие полной
управляемости на периоде, и условия теоремы 1 выполняются, что позволяет
применять предложенный подход.

5.1. Построение стабилизирующего решения (7)

Процедура построения стабилизирующих решений матричного дифферен-
циального уравнения Риккати с периодическими коэффициентами остается
нетривиальной задачей. Классические подходы основаны на интегрировании
в обратном времени [26, 27], методе периодического генератора [28], итераци-
онном методе Ньютона–Клейнмана для дифференциальных уравнений Ляпу-
нова [29], а также на вычислении устойчивых подпространств матриц моно-
дромии гамильтоновых систем [30]. Однако указанные методы в той или иной
степени опираются на решение неустойчивых дифференциальных уравнений
и могут демонстрировать численную неустойчивость, особенно при больших
значениях периода T или быстро меняющихся коэффициентах, что было от-
мечено в [31].

5 Мультипликаторы Флоке λi матрицы монодромии Φ(T, 0), где Φ̇(t, 0) = (A(t)+
+B(t)K(t))Φ(t, 0), Φ(0, 0) = I4, были вычислены численно как λi ∈ {−0,2269 ± 0,0837i;
0,0019; 1,7615 · 10−4}. Поскольку |λi| < 1 для всех i = 1, 4, замкнутая система при управле-
нии u = K(t)x является экспоненциально устойчивой и, следовательно, стабилизируемой
(см. определение 1).
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В отличие от них в настоящей работе используется подход [32], основан-
ный на сведении задачи к конечномерной задаче полуопределенного програм-
мирования и не требующий численного интегрирования. Ниже приводится
краткое описание данного метода.

Рассмотрим дифференциальное уравнение Риккати с периодическими ко-
эффициентами:

R(P (t), t) := Ṗ (t) +A⊤(t)P (t) + P (t)A(t)−

− P (t)B(t)R−1(t)B⊤(t)P (t) +Q(t) = 0,
(24)

где A(t), B(t), Q(t), R(t) являются T -периодическими непрерывными матри-
цами, причем Q(t), R(t) ≻ 0, а пара A(t), B(t) стабилизируема.

Ключевую роль в построении решения играет следующее экстремальное
свойство [33]: стабилизирующее решение P+(t) является наибольшим реше-
нием неравенства Риккати R (P (t), t) � 0 на интервале t ∈ [0, T ], для любого
T -периодического решения данного неравенства P (t) при всех t выполнено
неравенство P (t) � P+(t).

Это свойство является ключевым, поскольку позволяет свести задачу ре-
шения уравнения Риккати к задаче максимизации функционала. Действи-
тельно, используя лемму Шура, неравенство R(P (t), t) � 0 можно переписать
в виде ЛМН

L(P (t), t) :=

(

Ṗ (t) +A⊤(t)P (t) + P (t)A(t) +Q(t) P (t)B(t)

B⊤(t)P (t) R(t)

)

� 0,

∀t ∈ [0, T ].

(25)

В силу приведенного выше экстремального свойства функция P+(t) мак-
симизирует функционал

F(P ) :=

T
∫

0

tr (P (t)) dt,

рассматриваемый на множестве всех T -периодических симметрических мат-
ричных функций класса C1, удовлетворяющих ограничению (25).

Полученная задача является бесконечномерной задачей оптимизации. Для
ее численного решения введем аппроксимацию P (t) тригонометрическим по-
линомом степени M :

PM (t) =

M
∑

k=−M

eikωtFk,(26)

где ω , 2π/T , матрица F0 ∈ R
n×n симметрична, Fk ∈ C

n×n, причем F−k = Fk.
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Далее заменим континуальное семейство ограничений (25) их конечномер-
ной дискретизацией в N равноотстоящих точках tj = (j−1)T/N , j = 1, . . . , N :

L(P (tj), tj) � 0, j = 1, . . . , N.

Для обеспечения компактности допустимого множества и корректности по-
становки задачи введем ограничения

−dIn � P (tj) � dIn, j = 1, . . . , N,

где d > ‖P+(t)‖C выбирается априори6. Отметим, что для аппроксима-
ции (26) справедливо равенство

T
∫

0

tr (P (t)) dt = T · tr (F0),

позволяющее перейти к конечномерной задаче полуопределенного програм-
мирования:

max tr (F0) : L(P (tj), tj) � 0, −dIn � P (tj) � dIn, j = 1, . . . , N.(27)

Обозначим через P+
M,N (t) решение задачи (27). Такая задача является

стандартной в своем классе и может быть эффективно решена с использова-
нием современных решателей.

Те ор ем а 5 [ [32], теорема 3.1]. Пусть A(t), B(t), Q(t), R(t) – T -перио-

дические дважды непрерывно дифференцируемые матричные функции, Q(t),
R(t) ≻ 0, пара A(t), B(t) стабилизируема и d > ‖P+(t)‖C . Тогда

‖P+(t)− P+
M,N (t)‖C → 0 при M → ∞ и

N

M3
→ ∞.

Отметим, что данная оценка отражает нетривиальную взаимосвязь меж-
ду параметрами аппроксимации: увеличение N при фиксированном M (или
наоборот) само по себе не гарантирует повышения точности, что подчерки-
вается в [32].

Предложенный подход принципиально отличается от классических мето-
дов тем, что полностью избегает численного интегрирования неустойчивых
дифференциальных уравнений, что делает его особенно эффективным при
больших значениях периода T и быстро меняющихся коэффициентах. Чис-
ленные эксперименты [32] показывают: (i) экспоненциальную сходимость по
параметру M , существенно превосходящую теоретические оценки; (ii) устой-
чивость метода к ослаблению условий на Q(t) – на практике он часто успешно
применяется и в случаях Q(t) � 0 или даже при знаконеопределенных Q(t).

6 Здесь и далее ‖H(t)‖C , maxt∈[0, T ] ‖H(t)‖ для T -периодической матрицы H(t).
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5.2. Робастная стабилизация системы (23)

При решении периодического дифференциального уравнения Риккати спе-
циального вида (7) (теоремой 1) методом, описанным в разделе 5.1, были
выбраны весовые матрицы Q = I4, R = 0,1I2 и параметр µ = 0,5. При этом,
переменная w(t, x) вычислялась в соответствии с (10) как w(t, x) = K(t)x, где
K(t) ∈ R

2×4.

Для того чтобы обеспечить равенство w(t, x) = 0 для всех t > tw, присту-
пим к синтезу регуляторов на скользящих режимах, описанных в теоремах 3
и 4. Можно увидеть, что для неопределенностей, на основе полученной ранее
матричной функции K(t), выполняются следующие грубые оценки, в част-
ности: ||∆B̄(t)||∞ < ε1 = 0,16 и ||∆B̄(t)||2 < ε2 = 0,14 (допущение 2), а также
справедливо ||K(t)A(t) + K̇(t)|| 6 2,0, ‖K(t)B(t)‖ 6 0,77 ||K1(t)B(t)|| 6 0,76,
||K2(t)B(t)|| 6 0,29.

Коэффициенты усиления для разрывного векторного (19) управления бы-
ли выбраны как κrel = diag{κ1, κ2}, где κ1 = (ε1/(1− ε1)(η2(x)+β2)+ η1(x)+
+β1)/(1−ε1−ε

2
1/(1−ε1)), κ2 = (ε1κ1+η2(x)+β2)/(1−ε1), β1 = β2 = β = 0,01

(обозначения совпадают с приведенными в теореме 3 и его доказательстве).
Аналогично, коэффициент усиления для унитарного управления (теорема 4)
был выбран как κunit = (η + β)/(1 − ε2), при ||∆B̄(t)||2 < ε2 = 0,3 (допуще-
ние 2), ||K(t)A(t) + K̇(t)|| 6 12, ||K(t)B(t)|| 6 4,4, β = 1, а η(x) = 4,4ρ(x)+
+ 12ε2||x||.

Ниже на рис. 1–3 представлены результаты моделирования (метод Эй-

лера с шагом ∆t = 10−4 с, начальные условия x(0) =
(

2 −2 −3 1,5
)⊤

) си-
стемы (23), замкнутой релейным векторным (19), (20) и унитарным (21),
(22) регуляторами: графики переходных процессов фазовых координат, ве-
личин управляющих воздействий и соответствующих им переменных сколь-
жения w(t, x).
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Рис. 1. Переходные процессы в системе (23), замкнутой релейным вектор-
ным (19), (20) (слева) и унитарным (21), (22) (справа) регуляторами.
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Рис. 2. Управление в системе (23), замкнутой релейным векторным (19), (20)
(слева) и унитарным (21), (22) (справа) регуляторами.

Рис. 3. Переменные скольжения w(t, x) в системе (23), замкнутой релейным
векторным (19), (20) (слева) и унитарным (21), (22) (справа) регуляторами.

Как и следовало ожидать, компоненты w(t, x) в случае унитарного регу-
лятора сошлись к 0 одновременно. При этом амплитуда чаттеринга в канале
управления больше, чем для векторного управления.

6. Заключение

Рассмотрен класс периодических линейных систем со структурными
неопределенностями в матрицах состояния и управления при ограниченных
возмущениях в канале управления. Предложен метод стабилизации, основан-
ный на совместном использовании Ляпуновского синтеза и скользящих ре-
жимов. Установлено существование квадратичной периодической функции
Ляпунова и соответствующей стабилизирующей обратной связи для вспомо-
гательной системы с неопределенностью в матрице состояния на основе ана-
лиза дифференциального уравнения Риккати с периодическими коэффици-
ентами. Показано, что любая такая функция индуцирует семейство линейных
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многообразий скольжения, обеспечивающих асимптотическую устойчивость.
Синтезированы разрывные регуляторы: векторный и унитарный, обеспечи-
вающие конечное время сходимости траекторий к выбранному многообразию
при неопределенностях в матрице управления и согласованных возмущениях.
Основной особенностью метода является структурное разделение неопреде-
ленностей: неопределенности в матрице состояния учитываются при построе-
нии функции Ляпунова и поверхности скольжения, тогда как неопределенно-
сти в матрице управления и возмущения компенсируются скользящим режи-
мом. Метод не требует приведения системы к регулярной форме и применим
к системам с периодическими коэффициентами.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ния 1. Рассмотрим (11). Из дока-

зательства теоремы 1 следует, что x⊤
(

Ṗ (t) + P (t)Acl(t) +A⊤
cl(t)P (t)

)

x 6

6 −αV (t, x(t)). Приняв это во внимание и используя обозначение (10), пе-
резапишем (11) в следующем виде:

V̇ (t, x) 6 −αV (t, x) + 2w⊤
[

(I+∆B(t)) v(t, x)−∆B(t)R−1(t)K(t)x+ δ(t, x)
]

.

При подстановке унитарного регулятора v = −κlr(t, x)
w(t,x)

||w(t,x)|| можно заме-

тить, что при κlr(t, x) >
(

ρ(t, x) + ε‖R−1(t)K(t)‖‖x‖
)

/ (1− ε) обеспечивает-

ся выполнение V̇ (t, x) 6 −αV (t, x) в силу оценок: ‖∆B(t)‖ 6 ε̄ (допуще-
ние Д.1.2) и ‖δ(t, x) −∆B(t)R−1(t)K(t)x‖ 6 ρ(t, x) + ε̄‖R−1(t)K(t)‖‖x‖ (допу-
щение Д.1.3). Утверждение доказано.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 3. При замыкании (18) законом управле-
ния (19) получим

(Π.1) ẇ(t, x) =
(

K(t) [A(t) +B(t)Γ(t)E(t)] + K̇(t)
)

x−

−K(t)B(t)

[

(I+∆B(t)) (K(t)B(t))−1 ×

×
([

K(t)A(t) + K̇(t)
]

x+ κ(t, x)Sign(w(t, x))
)

− δ(t, x)

]

.

Затем введя следующие обозначения ∆B̄(t) = K(t)B(t)∆B(t) (K(t)B(t))−1

и δ̄(t, x) = K(t)B(t)δ(t, x) +
(

K(t)B(t)Γ(t)E(t) −∆B̄(t)
[

K(t)A(t) + K̇(t)
])

x,

упростим выражение (Π.1)

ẇ(t, x) = −
(

∆B̄(t) + I
)

κ(t, x)Sign(w(t, x)) + δ̄(t, x).(Π.2)

Перейдем к оценке δ̄(t, x), рассмотрев по отдельности компоненты δ̄i(t, x) при
i = 1,m:

δ̄i(t, x) =Ki(t)B(t)δ(t, x)+
(

Ki(t)B(t)Γ(t)E(t)−∆B̄i(t)
(

K(t)A(t)+ K̇(t)
))

x,
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где i-e строчки матриц K(t) и ∆B̄(t) обозначены как Ki(t) и ∆B̄i(t), соот-
ветственно. Воспользовавшись допущениями Д.1.1–Д.1.3, Д.2: Γ⊤(t)Γ(t) 6 I,
||∆B̄(t)||∞ = ε 6 1 и ||δ(t, x)|| 6 ρ(t, x), получим следующую цепочку нера-
венств:

|δ̄i(t, x)| 6 |Ki(t)B(t)δ(t, x)| +(Π.3)

+

∣

∣

∣

∣

(

Ki(t)B(t)Γ(t)E(t)−∆B̄i(t)
(

K(t)A(t)+ K̇(t)
))

x

∣

∣

∣

∣

6 ‖Ki(t)B(t)‖‖δ(t, x)‖+

+
(

‖Ki(t)B(t)‖‖E(t)‖ + ‖∆B̄i(t)
(

K(t)A(t) + K̇(t)
)

‖
)

‖x‖ 6

6 ‖Ki(t)B(t)‖ρ(t, x) +
(

‖Ki(t)B(t)‖‖E(t)‖+ε‖K(t)A(t)+ K̇(t)‖
)

‖x‖, ηi(t, x).

Для анализа устойчивости решений (Π.2) покажем что функция Vw(t, x) =
= 1

2w
⊤(t, x)w(t, x) является функцией Ляпунова. Оценим производную этой

функции на решениях системы, используя (Π.2):

V̇w(t, x) = w⊤(t, x)
[

−
(

∆B̄(t) + I
)

κ(t, x)Sign(w(t, x)) + δ̄(t, x)
]

.(Π.4)

Перезапишем (Π.4) в виде сумм, обозначив i-e компоненты векторов κ(t, x)
как κi, а ij-й элемент матрицы ∆B̄ как ∆β̄ij и использовав оценку (Π.3),

V̇w(t, x) = −

n
∑

i=1

κi|wi|+

n
∑

i=1

wiδ̄i −

n
∑

i,j=1

wi∆β̄ijκj sign(wj) 6

6 −

n
∑

i=1

κi|wi|+

n
∑

i=1

|wi|ηi + ε

n
∑

i,j=1

|wi|κj 6 −

n
∑

i=1

|wi|



κi − ηi − ε

n
∑

j=1

κj



 .

Поскольку матрица коэффициентов κ(t, x) выбрана в соответствии с усло-
вием теоремы (20), то V̇w(t, x) строго отрицательна. С другой стороны, если
κi = ε

∑n
j=1 κj + ηi + βi для некоторых βi(t) > 0 при i = 1,m, то

V̇w 6 −γ‖w(t, x)‖1 6 −γ‖w(t, x)‖2 = −γ
√

2Vw(t, x),

где γ = min
t,i

(|βi(t)|), откуда следует сходимость w(t, x(t)) к нулю за конечное

время tw 6 1
γ
‖w(0, x(0))‖. Теорема доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 4. Повторяя рассуждения, приведенные
в доказательстве теоремы 3 в тех же обозначениях, но с управлением (21),
получим

ẇ(t, x) = −κunit(t, x)
(

∆B̄(t) + I
) w(t, x)

‖w(t, x)‖
+ δ̄(t, x).(Π.5)
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Евклидова норма вектора δ̄(t, x) может быть оценена, с применением допу-
щений Д.1.1–Д.1.3 при ||∆B̄(t)||2 6 ε < 1 (Д.2) как

‖δ̄(t, x)‖ 6 ‖K(t)B(t)‖ρ(t, x) + ‖∆B̄(t)
(

K(t)A(t) + K̇(t)
)

x‖ 6(Π.6)

6 ‖K(t)B(t)‖ρ(t, x) +

+
(

‖K(t)B(t)‖‖E(t)‖ + ε‖K(t)A(t) + K̇(t)‖
)

‖x‖ = η(t, x).

Для анализа устойчивости решений (Π.5) покажем что функция Vw(t, x) =
= 1

2w
⊤(t, x)w(t, x) является функцией Ляпунова. Оценим производную этой

функции на решениях системы, используя (Π.6):

V̇w(t, x) = −w⊤(t, x)
[

κunit(t, x)
(

∆B̄(t) + I
) w(t, x)

‖w(t, x)‖
− δ̄(t, x)

]

6

6 −‖w(t, x)‖ [κunit(t, x) (1 − ε)− η(t, x)] .

Пусть κunit =
η(t,x)+β

1−ε
(условие (22)) для некоторого β > 0, тогда V̇w 6

6 −β‖w(t, x)‖ = −β
√

2Vw(t, x), откуда следует сходимость w(t, x) к нулю за
конечное время tw 6 1

β
‖w (0, x(0)) ‖.
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